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RESUMEN

La investigacidn surge a partir de la experiencia acumulada por el autor como educador
matematico en un liceo ubicado una zona popular de San Mateo, estado Aragua. Se constatd
las dificultades que tienen los estudiantes para asumir conscientemente los procesos de
generalizacidon cuando abordan actividades donde tienen que construir el término general de
una sucesion. Desde entonces, se tratd de ubicar esta observacion en un contexto mas
especifico en el seno de la Educacién Matematica como disciplina cientifica encargada de
estudiar los fendmenos relacionados con el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Matematica. Esto permitié establecerla en un marco tedrico acorde como lo es el pensamiento
algebraico, con unos autores referenciales propios y un discurso delimitado. Considerando
estos aspectos, se desplegd un cuerpo tedrico explicativo en torno a los procesos de
generalizacidn a partir del reconocimiento de patrones. Entre las teorias consideradas esta la
teoria de objetivacién de Radford (2015) y el concepto de Zona de Desarrollo préximo de
Vygotsky (1979). Desde el punto de vista metodoldgico, se desarrollé bajo el paradigma
cualitativo enmarcado en una perspectiva fenomenoldgica e interpretativa; debido a la
naturaleza de su propdsito, su disefio correspondié con un estudio de caso; se utilizd la técnica
de la entrevista semi estructurada. El analisis se realizé mediante el proceso de categorizacion,
para luego procesar esa informacién mediante la triangulacién de fuentes que incluyen los
puntos de vista de los entrevistados, el investigador y la teoria. Se concluye erigiendo al
Pensamiento Algebraico Mdvil, se sustenta que, es una forma de pensar que se caracteriza por
el desplazamiento transversal entre los tipos de pensamiento algebraico Factual, Contextual y
Simbdlico.

Descriptores: Algebra escolar, pensamiento algebraico, reconocimiento de patrones
generalizacion.
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INTRODUCCION

La motivacién general que inspird la presente investigacion se encuentra en la
experiencia docente del autor, como profesor de matematica, quien a lo largo de sus mas de
diez afios de experiencia ha vivido las dificultades que tienen los estudiantes cuando tienen que
aprender conceptos matematicos y desarrollarlos, en los cuales esta presente la generalizacion
manifestada como algo abstracto y en si mismo de mucha complejidad para su comprensién.
Este hecho unido a una revisién critica de los programas oficiales ha permitido detectar sus
insuficiencias para ayudar a los docentes a plantear escenarios académicos en los cuales los
escolares se beneficien en el transito de la aritmética al dlgebra, o de lo concreto a lo abstracto,
o en términos generales de la manipulacién consciente de la generalidad.

Lo multifacético y complejo de los asuntos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica permiten los multiples puntos de vista dentro de la Educacion
Matematica considerada como disciplina cientifica en pleno desarrollo. En esta investigacion el
énfasis estd en el dlgebra educativa en la cual se subsume el pensamiento algebraico, en este
contexto se decidié enfocar las carencias o insuficiencias detectadas, tanto en los estudiantes
como lo que tiene que ver especificamente con el curriculum mismo. El pensamiento algebraico
puede ser conceptualizado de diversas maneras, una de ellas refiere a procesos mentales a tra-
vés de los cuales un individuo crea un significado referencial para algun tipo de representacion,
y al hacerlo, construye y expresa generalizaciones. En este caso, la generalizacién es vista como
un fin en si mismo. Siendo asi, un eficiente logro en su dominio tedrico y practico por los
estudiantes puede incidir en un incremento de su comprension sobre la forma estructural y la
generalidad de las matematicas, asi como su probabilidad de éxito en el estudio de las
matematicas mas avanzadas, especialmente el 3lgebra, en la educacion media o incluso
universitario.

Por lo tanto, el Problema objeto de estudio y, consecuentemente, toda la investigacion
se desarrollé considerando el discurso propio del dlgebra educativa, con sus autores relevantes,

y sus concernientes especificidades. El foco, entonces, es el pensamiento algebraico acentuado
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en el proceso de generalizacion que realizan los estudiantes cuando resuelven tareas de
reconocimiento de patrones.

La estructura de este documento es la siguiente: EI Momento |, contiene la
contextualizacién del problema, destacando su construccion; se muestran algunos indicadores
que evidencian una ruptura entre el ser y el deber ser en cuanto a los procesos de
generalizacion necesarios en el aula. También estdn las preguntas que emergieron, los
propdsitos, general y especificos, ademas de la justificacion.

En el Momento Il se encuentra el repertorio de coordenadas tedricas y conceptuales de
referencia el cual permite ubicar el asunto de interés indagatorio de acuerdo a sus
interrelaciones discursivas y teorias especificas que guian el estudio. Comienza con algunas
investigaciones previas que estan relacionadas con nuestro objeto de interés indagatorio, y que
fueron claves en el devenir del presente estudio. En lo conceptual, se discute lo relacionado con
los conceptos de generalizacién, patron y reconocimiento de patrones, asi como también la
perspectiva tedrica que sirvié de fundamento a la metodologia para alcanzar las respuestas.

El Momento Ill se refiere al marco metodoldgico considerado como el conjunto de
herramientas metodolégicas que, guardando estricta correspondencia con el problema
planteado, sus preguntas y sus objetivos junto a las coordenadas demarcadas en el capitulo I,
indican la forma en que se abordd la busqueda de respuestas. Es como una especie de malla
gue se fue tejiendo progresivamente y en la cual cada hebra daba paso a una fibra robusta que
sustenta toda la investigacion.

En el Momento IV se encuentra la organizacién de la informacién, asi como también su
discusion y los hallazgos a la luz de los objetivos planteados. Con respecto a lo primero, en si
mismo se constituye en un resultado parcial mediante la linea del tiempo, herramienta analitica
mediante el cual el docente-investigador de forma retrospectiva y subjetiva reconstruye los
episodios de los talleres. En lo atinente a la discusién se muestra un amplio andlisis, en
ocasiones denso, dada la riqueza de la informaciéon tomando en cuenta las consideraciones
tedricas que sirven de base.

En el Momento V, se cumple con los tres propdsitos especificos planteados, se expone

la Caracterizacion de los Tipos de Pensamiento Algebraico que Desarrollan los Estudiantes
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Cuando Realizan Tareas de Reconocimiento de Patrones, las perspectivas tedricas e ideas
surgidas a partir de los hallazgos y vinculadas con las preguntas y propdsitos trazados.

Asimismo, se presentan las Limitaciones y Potencialidades que Tienen los Alumnos
Durante el Proceso de Generalizacion, segundo propdsito de la investigacién. Entre otros
aspectos, se discuten las ideas de denotacion y sentido vinculadas con las expresiones
algebraicas las cuales mayoritariamente surgen luego del reconocimiento de un patrén y la
correspondiente generalizacién.

Finalmente, se concreta el tercer propdsito trazado, titulado Medios Semidticos que
Despliegan los Estudiantes en el Proceso de Generalizacion.

El Momento VI se titula Aspectos Instruccionales que Favorecen el Proceso de
Generalizacion delineamos algunas ideas concretas emanadas de esta investigacidon para ser
llevadas al aula de matemadtica con relaciéon a la generalizacién tomando en cuenta otras
actividades, ademas del reconocimiento de patrones en secuencias.

En el Momento VII se encuentran las conclusiones y recomendaciones para futuras
investigaciones.

Creemos que los programas que sustentan la ensefianza de la matematica en Venezuela
requieren una revision profunda que dé cuenta de los avances impulsados por la investigacion
en Educacion Matematica y sus investigadores, en particular los que tienen que ver con el
algebra educativa de tal manera que no solo se incorporen nuevos contenidos y se retiren otros
por su obsolescencia, sino que se incorporen nuevos focos, nuevas formas de encarar la
ensefanza y aprendizaje de dichos contenidos matematicos escolares. En esta revisidn, ha de
guedar explicita el algebra escolar mediante, por ejemplo, lo relacionado con los procesos de
generalizacion. Por lo tanto, en ese momento estelar de cambios, los hallazgos y conclusiones

de esta investigacion podrian ser un aporte interesante que debieran ser tomados en cuenta.
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MOMENTO |

Contextualizacion del problema

Construccion del Problema de Investigacion

La generalizacion constituye uno de los procesos fundamentales del pensamiento
algebraico (Gonzalez, 2015); ademads es una habilidad natural e innata en los seres humanos
debido a que desde la infancia los nifios realizan clasificaciones y ordenaciones a fin de
categorizar las cosas a las que tienen acceso en el entorno que les rodea. Desde el punto de
vista evolutivo se hace necesaria la generalizacién pues es una manera de optimizar los
procesos del pensamiento y producir aprendizajes orientados a la adaptacion social.

Un ejemplo de lo expresado anteriormente ocurre con el aprendizaje de los nimeros
naturales, en este caso los padres y docentes propician la conexién entre estos niumeros y los
objetos mediante la expresién corporal con manos y gestos, junto al lenguaje natural, hasta
conseguir la enunciacién oral. Por lo tanto, estos numeros emergen en la escolaridad
vinculados con algo concreto del ambiente. Con respecto a estas acciones, Vergel (2015) afirma
que “el gesto, como un medio semiético de objetivacidon, juega un papel importante en la
expresion de las intencionalidades de los sujetos y en su proceso de conceptualizacion”. (p. 10).

Es interesante observar que en el aprendizaje del nimero natural no se discrimina entre
este objeto matematico y el simbolo que lo representa, es decir el nifio aprende a identificar el
numero por su representacion indo-arabiga. Con mds precision, en la ensefianza del nimero
natural lo que se hace es mostrar una multiplicidad de unidades de figuras y dibujos que el nifio
debe identificar con el cardinal del conjunto correspondiente representado este ultimo por el
numeral simbdlico. De esta forma se crea un enlace entre cantidad de cosas y el numeral

correspondiente, es decir, una relacidon entre objeto y simbolo. Mas adelante, luego de un
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proceso de discriminacién y clasificacion, los nifios logran su independencia de las
representaciones graficas, y, son capaces de enunciar los nimeros sin necesidad de este apoyo,
de esta forma ya estan preparados para la otra fase de mayor complejidad como es la adicion
de naturales. En ese transito ocurre un proceso que Radford (2013) llama abduccion, del cual se
daran detalles mds adelante.

Desde la disciplina matematica el proceso de generalizacion resulta tan importante que
puede afirmarse que junto a la abstraccion constituye la verdadera esencia del pensamiento
matematico, lo cual costé muchos siglos de trabajo de muchas civilizaciones e individualidades
hasta que se impusieron como objetivos en si mismos a mediados del siglo XIX.

También, se ha sefalado que la matematica gira en funcién de las generalizaciones y el
reconocimiento de patrones. De la observacidon de regularidades ambientales, del entorno y
todo lo que ocurre en él, el espacio, y el tiempo el hombre en su quehacer matematico
reconocié patrones generalizando. Diversas ramas de la matematica surgieron a partir del
estudio de patrones. En el caso de la geometria se dedica al andlisis de patrones de forma; la
probabilidad se encarga de los patrones del al azar; el calculo trata sobre patrones de
movimiento; y la légica los patrones de razonamiento. Por lo tanto, la generalizacién puede
concebirse como la razén de ser, la esencia fundamental de la matematica, y en consecuencia
no es dificil aceptar que este proceso es una manera importante de avanzar disciplinariamente.
Todo lo cual tiene profundas implicaciones desde el punto de vista epistemolégico y por ende
también con todo lo que atane a la ensefianza de la matematica.

Para Devlin (2000) “la matematica es la ciencia de los patrones” (p. 7), mientras que
Mason, Graham, Pim y Gowar (2014), afirman que la generalizacion “es la vida de las
matematicas, y el dlgebra es el lenguaje con el cual se expresa esa generalidad” (p. 15).

Por lo tanto, en el dmbito de la ensefianza y el aprendizaje de la Matematica la
generalizacion y el reconocimiento de patrones adquieren un papel estelar. En este sentido,
Gonzalez y Gonzalez (2013) plantean que “el reconocimiento de patrones y regularidades es
una de las vias posibles para introducir el estudio del Algebra Escolar y coadyuvar al desarrollo

del pensamiento/razonamiento/raciocinio matematico de los estudiantes” (p. 15).
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Ademas, para Mason et al (2014), reconocer patrones “es una actividad mas
fundamental y de un rango mas amplio. Se puede argumentar que todo aprendizaje humano
envuelve la destilacion de experiencias individuales para convertirlas en principios generales
mas amplios”. (p. 8), por ende, este estudio considerara que generalizar no es sélo importante
en matematica, también beneficia el razonamiento légico exportado a otras areas del saber y
cotidianidad.

Sobre el pensamiento algebraico, Socas (1999) afirma que “se ocupa de los fendmenos
de ensefianza, aprendizaje y comunicacion de los conceptos algebraicos en el sistema educativo
y en el medio social”, (p. 261). Mientras que, Borralho y Barboza (2009), sefialan que “el
pensamiento algebraico consiste en utilizar instrumentos simbdlicos para representar el
problema en general, aplicar procedimientos formales para obtener un resultado y poder
interpretar ese resultado” (p. 61). De otro modo, Gonzalez (2017) formula una definicion mas
amplia:

El Pensamiento Algebraico es un tipo de pensamiento matemadtico el cual
se caracteriza por la capacidad para revertir operaciones, deducir lo general en
lo particular (e inversamente), reconocer patrones, hacer una buena
interpretacion del signo de igualdad, saber modelizar matematicamente y
comprender el uso de las letras (p 22).

Segln este autor, “La generalizacidn es el proceso de abstraccién mediante el cual, a
partir de la detecciéon de regularidades en una serie de eventos, se construye una categoria que
los contenga a todos.” (p. 26). Por su parte, Radford (2006) la define como la capacidad de
captar una caracteristica comun en una secuencia de elementos, caracteristica a la que él llama
género.

En el contexto del pensamiento algebraico, Gonzalez y Gonzdlez (2013) consideran que
la generalizacion es uno de sus indicadores basicos, y por ende “constituye una competencia
matemadtica fundamental” (p. 16). En los planteamientos anteriores se posiciona a la
generalizacion como un proceso, como una habilidad y como una capacidad, sobre la base de la
experiencia del autor aqui se entendera como una capacidad, ya que, se cree que el proceso

tiene mas que ver con la habilidad del reconocimiento de patrones y regularidades.
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Sobre el pensamiento algebraico, Borralho y Barboza (2009), definen que “el
pensamiento algebraico consiste en utilizar instrumentos simbdlicos para representar el
problema en general, aplicar procedimientos formales para obtener un resultado y poder
interpretar ese resultado” (p. 61).

Ademas, Radford (2006), con base en sus diversos estudios de su autoria sobre
reconocimiento de patrones y generalizacion, ha propuesto diferentes tipos de pensamiento
algebraico segln los medios de semidticos de objetivacién: pensamiento algebraico factual,
pensamiento algebraico contextual y pensamiento algebraico simbdlico, en los que, de acuerdo
con Vergel (2015) en cada uno de ellos deben manifestarse tres rasgos, “la indeterminancia, la
analiticidad y la expresién semidtica” (p. 24).

Entonces, se ha destacado que la capacidad de generalizar constituye una actividad
esencial en el desarrollo del pensamiento algebraico en el contexto escolar, se comprende
entonces por qué a lo largo de la Ultima década organizaciones y comunidades académicas han
abordado temas referidos a la ensefianza del dalgebra considerandola significativa para el
desarrollo del hombre. En este sentido, el National Council of Teachers of Mathematics (2000),
Consejo Nacional de Profesores de los Estados Unidos!, manifestd que “el trabajo en muchas
areas se apoya en los métodos e ideas del algebra. Por ejemplo, las redes de distribuciéon y
comunicacion, las leyes de la fisica, los modelos de poblacién y los resultados estadisticos
pueden expresarse en lenguaje simbdlico”. (p. 39), por lo cual exhorta su ensefianza del drea a
través de los curriculos.

También el Congreso Internacional de Educacién Matematica 14 (ICME 14, por sus siglas
en inglés), que se realizd en Shanghai, China en el afio 2020, dispuso entre los Grupos de
Estudio de Temas (TSG) la Ensefianza y aprendizaje de dlgebra a nivel secundario, atendiendo
en particular “Probar vy justificar: su papel en el aprendizaje del dlgebra; formas de caracterizar
y comprender sus caracteristicas y procesos (por ejemplo, al expresar generalidad); y socio
matemadticas normas y contratos didacticos asociados a generalizar, probar y justificar” (p. 1).
Asimismo, Mason, Graham, Pim y Gowar (2014), reconocen que:

Expresar generalidad es una Raiz del dlgebra ya que no es algo que usted
hace unas pocas veces y luego lo olvida. Este es un aspecto central de la

1 Més conocido por sus siglas en inglés como NCTM
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actividad matematica a todo nivel, y a la cual se puede retornar una y otra vez,
cualquiera que sea el tema particular de discusion (p. 29).

Suscribiendo lo anterior, este trabajo considera que las experiencias cognitivas en un
contexto de tareas de reconocimiento de patrones, en el transito que va desde lo particular a lo
general y viceversa, beneficia la ensefianza del dlgebra escolar, simultaneamente, reconoce a la
generalizacion como capacidad que permite el aprendizaje de los tdpicos matemadticos del
curriculo en todos los niveles educativos, y mas tarde, para el desarrollo de la vida cotidiana.

A pesar del énfasis que ha tenido el tema descrito en las paginas anteriores en
Venezuela no se la ha dado la relevancia que merece. De esta afirmacion da cuenta, por
ejemplo, una revision de los reportes de investigacion del Congreso Venezolano de Educacién
Matematica (COVEM), en sus ultimas cuatro ediciones, especificamente la VI, VII, VIl y IX, las
cuales abarcan un tiempo de nueve afos cuyo intervalo es desde 2007 al 2016. Con lo cual, se
hace evidente la escasa atencidn que recibe el asunto investigativo que hemos planteado tal

como también puede verse en el siguiente cuadro:

Cuadro 1
Ultimas investigaciones reportadas en el COVEM
Aiio Titulo Titulo. Institucion Nivel
Educativo
2007 | Mauro Rivasy | Revisidn critica de un modelo para Superior
Douglas Rivas | analizar los procesos de

pensamiento algebraico. ULA
2010 | José Puerto El uso del CABRI en la generalizacién | Media general
de situaciones numéricas “del
pensamiento numérico al
pensamiento algebraico”. Institucién
Educativa Antonio Lenis, Sincelejo —
Sucre. Colombia.

Se observa que, en lo que respecta al COVEM, existe sélo una investigacion, al menos
reportada, a nivel nacional en los ultimos 13 afios relacionada con el pensamiento algebraico
y/o generalizacion de patrones, considerando ademas que en 2019 no se realizé tan importante

evento para la comunidad de educadores matematicos del pais.
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Por otra parte, desde el afio 2016 el estado venezolano a través del Ministerio del Poder
Popular para la Educacién (MPPE), ha implementado mecanismos dirigidos a la transformacién
del curriculo matematico en todos los niveles y modalidades de la educacion,
fundamentandose en el Informe Integrado de la Consulta por la Calidad Educativa realizado en
el afio 2015, pues segln ese documento “Varios sectores, entre ellos docentes y familias,
apuntan que el proceso educativo sigue todavia muy centrado en asignaturas y contenidos
tedricos y el aprendizaje se hace desde la fragmentaciéon del saber” (MPPE, p. 31).
Particularmente, en el proceso de transformacién curricular en Educacién Media el MPPE
(2016) sostiene que:

Debe presentarse a los y las estudiantes relacionando cada contenido con

los contextos mds inmediatos y pertinentes a la realidad, proporcionando

multiples ejemplos en los que puedan reconocer las aplicaciones de las

matematicas, su utilidad en la cotidianidad, y a su vez comprender como esta

area de conocimiento puede ser una poderosisima herramienta para intervenir y

cambiar la realidad que les adversa (p.140).

En consecuencia, el curriculo ha recibido modificaciones de fondo y forma, con ausencia
significativa sobre el aprendizaje del algebra escolar. El curriculo actual esta lejos de focalizar la
atencién en tareas que conduzcan al proceso de generalizacion cuya importancia ya ha sido
sefialada por diversos investigadores e instituciones mencionadas. Por ende, se puede afirmar
que, en el curriculo actual de la educacion media, la generalizacién de patrones esta ausente
tanto implicita como explicitamente.

En particular, en el contexto de la U.E.N. “Daniel Mendoza”, institucion de dependencia
publica en la cual el autor labora como docente de matematica, se ha evidenciado que durante
el transcurso de unos cinco afios escolares hay preponderancia de actividades culturales (fuera
del aula) con mucho peso en relacidon con las correspondientes académicas. Este proceder ha
impactado negativamente el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica en el aula.
Se ha constatado la dificultad que tienen los estudiantes de reconocer y generalizar patrones
cuando se les da una sucesién de elementos, se piensa que este aspecto esta relacionado con

un deficiente desarrollo del pensamiento algebraico y poco dominio de habilidades desde lo

aritmético hacia lo algebraico.
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Motivado por el desarrollo de este estudio, el autor en su practica de ensefanza,
incorpord actividades de reconocimiento de patrones en la planificacion del area (ler afio)
durante los afios escolares 2019-2020 y 2020-2021. En éstas, solamente un estudiante fue
capaz de detectar patrones de manera eficiente con un razonamiento y sustento valido. Otros
dos estudiantes, respondieron acerca de los siguientes términos de una secuencia con
sustentos extraordinarios, fuera de los que normalmente se observé en el resto de los
participantes.

La debilidad que mas se resalté es la imposibilidad de interpretar los enunciados de los
problemas, los estudiantes no captan en su mente el mensaje que expresa el lenguaje natural
escrito. Esto representd un obstdculo potencial en el desarrollo de actividades. Sin embargo,
haciendo esfuerzos adicionales y con el uso de metaforas, algunos estudiantes lograron
entender el propdsito y se dispusieron a realizar la actividad, aunque sin lograr captar y
describir (de forma gestual o escrita) alguna regularidad en los problemas.

Como consecuencia del contexto anteriormente descrito emergieron las siguientes
interrogantes:

1.¢Cuales son las caracteristicas del pensamiento algebraico que despliegan los
estudiantes cuando realizan tareas de reconocimiento de patrones?

2.¢Qué dificultades tienen los alumnos durante el proceso de generalizacion?

3.¢{Cémo se proyectan los medios semidticos cuando los estudiantes generalizan?

Para dar respuesta a cada una de las interrogantes, se establecen los siguientes

objetivos.
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Propdsito General

Construir un cuerpo tedrico explicativo en torno a los procesos de generalizacion a

partir del reconocimiento de patrones.

Propdsitos especificos

1. Establecer una caracterizaciéon de los tipos de pensamiento algebraico que
despliegan los estudiantes cuando realizan tareas de reconocimiento de patrones.

2. Develar las dificultades que tienen los alumnos durante el proceso de
generalizacion.

3. Analizar los medios semiéticos evidenciados cuando los estudiantes generalizan.

Justificacion de la investigacion

Entre la comunidad de investigadores en Educacion Matemadtica son ampliamente
conocidos reportes sobre dificultades de los estudiantes en relacidon con el dlgebra escolar, asi
como también propuestas de trabajo en el aula que toman en cuenta los resultados de dichas
investigaciones. Sin embargo, en Venezuela, esos resultados son desconocidos por la gran
mayoria de docentes de los niveles de educacién basica y, por tanto, no son referentes para su
trabajo cotidiano. Si bien el docente encuentra manifestaciones de dichas dificultades, en muy
pocos casos cuenta con referentes tedricos que le posibiliten comprensién de lo que acontece
en el aula. No obstante, cuando profesores y estudiantes se encuentran en el aula, cada uno de
ellos lleva incorporadas concepciones acerca de: (1) Qué es y cdmo es aquello que se va a
ensefar o aprender, (2) Cémo se es profesor o estudiante y cdmo se debe ser, y, (3) Dénde es
gue se ensefia o se aprende y cudndo es que se debe ensefar o aprender. Es lo que ocurre, por
ejemplo, con el proceso de generalizar en matematica, el cual se supone implicito en ella.

Por lo anteriormente expuesto, las respuestas dadas a cada interrogante planteada en

esta investigacion constituyen una contribucion al acervo cientifico de la Educacion Matematica
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venezolana particularmente en lo que concierne al algebra educativa y el pensamiento
algebraico. En especial para los docentes que se debaten dia a dia entre las problematicas
sociales de si mismos y de los estudiantes, las cuales actualmente han incidido sobre el
desarrollo pleno de los fines educativos de la escolaridad. Frente a ese escenario, este trabajo
brinda un referente tedrico acerca de los aspectos que resultan mas relevantes en el proceso
de generalizaciéon algebraica para facilitar la actuacion del docente en el despliegue de tépicos
del area en el aula.

Supone un modelo para la identificacién de los elementos semidticos, propuestos por
Radford (2015), puestos en evidencia durante el reconocimiento de patrones, asi como también
las dificultades concernientes a la capacidad de generalizacién. En si mismo resulta un estudio
innovador en San Mateo, Municipio Bolivar, en particular en la U.E.N. Daniel Mendoza.

La investigacidn se desarrollé en el marco de la Linea de Investigacion en Didactica del
Algebra y Pensamiento Algebraico (LIDALGEBRA) del Nucleo de Investigaciéon en Educacidn
Matematica Dr. Emilio Medina (NIEM), la cual tiene entre sus objetivos (Gonzalez, 2016): (a)
caracterizar el pensamiento algebraico de los estudiantes en los diferentes niveles del sistema
escolar venezolano, y (b) Estudiar la naturaleza de los fendmenos relacionados con la
ensefanza y el aprendizaje de los objetos y procesos algebraicos.

En consecuencia, los hallazgos de esta investigacién no solo contribuyen a fortalecer
esta linea mediante el incremento de su acervo tedrico, conceptual y metodolégico, sino lo que
es mas importante y vinculado con el curriculum: pone el acento en torno a algunos aspectos
enriquecedores que deben tomarse en cuenta en el contexto de los cambios que de forma
urgente deben insertarse en la matematica escolar venezolana que coadyuven en el logro de un
nivel deseable de un pensamiento algebraico de nuestros adolescentes en el cual los procesos
de generalizacién se hagan explicitos.

Como puede comprenderse, este estudio enfatiza la importancia del pensamiento
algebraico como un asunto importante de la matematica escolar. En este punto se tiene claro
qgue el simbolismo alfanumérico utilizado en el algebra es actual y por ende la habilidad en el
manejo correcto de este simbolismo por parte de los estudiantes es un asunto que debe

atenderse en el aula. Sin embargo, no es posible afirmar que pensar algebraicamente esté
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relacionado exclusivamente con esa habilidad en la manipulacidon del simbolismo moderno,
pues no se puede identificar Unicamente al uso eficaz deletras en el dlgebra como condicidn
suficiente para pensar algebraicamente. El problema radica, entonces en una tematica
vinculada con la estructura curricular y de ensefianza que debe orientarse al desarrollo de este
tipo de pensamiento.

En este interés por potenciar el desarrollo de pensamientoalgebraico en edad escolar se
reconoce que una de las maneras para lograrlo es mediante la generalizacidn de patrones, en la
gue el docente debe estar atento a las formasde pensamiento que muestran los estudiantes en
las practicas educativas, las cuales deben ser muy bien planeadas para lograr que ellos alcancen
a generalizar un patron. Esta investigacion contribuye no solo para identificar las acciones del
educador matematico, sino, también para delinear el pensamiento que impacta en este
proceso.

Por otra parte, en lo que respecta a la entrada del dlgebra en la escolaridad la
generalizacién es propuesta por Bednarz, Kieran y Lee (1996) como uno de los enfoques?
mediante el cual es posible realizar dicha introduccion.

Entre los beneficios que trae consigo el trabajo con patrones en la ensefianza y el
aprendizaje del Algebra, pueden ser sefialados los siguientes: La generalizacién de patrones
constituye una heuristica (modo de abordar) para la solucién de algunos tipos de problemas
matematicos; el esfuerzo por identificar regularidades o patrones matematicamente dtiles,
estimula la activacién de procesos cognitivos de diversos niveles: basicos, medios y globales
(Hidalgo y Gonzdlez, 2009), asi como también de la metacognicion (Gonzalez,1998).

Steen (1998) en su interesante libro concibe las matematicas como el lenguaje y ciencia
de los patrones. En él afirma que "ver y revelar patrones ocultos es lo que mejor hacen los
matematicos" (p.7). Este interés por los patrones ha permitido que durante las dos ultimas
décadas del siglo XX se haya propuesto una nueva definicién de la Matematica con la cual
practicamente la totalidad de los matematicos esta de acuerdo: “mathematics is the science of

patterns” (“la Matematica es la ciencia de los patrones”) (Devlin, 2003, p.3). A su vez, Warren y

2 Los otros enfoques son: histérico, resolucion de problemas, modelizacién y funcional; no deben verse como
excluyentes, sino como formas complementarias, es decir en la practica pueden emplearse de forma combinada.
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Cooper (2008) sostienen que el poder de las matematicas radica en las relaciones vy
transformaciones que dan lugar a patrones y generalizaciones.

Es tal la importancia que ha venido adquiriendo lo relacionado con el reconocimiento de
patrones que autores como Da Ponte (2009) han propuesto una agenda para investigar sobre
este aspecto en la formacion inicial de profesores de matematicas. De acuerdo con este autor,
paises como Inglaterra, Portugal (ME-DEB, 2001) y Brasil se han incorporado al desarrollo de
trabajos de investigacidon y didacticos que involucran el tema de patrones y regularidades.
También en Colombia se desarrollan cada vez mds trabajos de este tipo empleando los aportes
de Radford (2015).

Se reconoce que en Venezuela son pocos los trabajos que se dirigen a esta practica, sin
embargo, Andonegui (2009) la incluye como actividad que propicia el trabajo orientado hacia la
generalizacion.

Finalmente, el trdnsito de la educacién primaria a la educacidén media es una etapa de
muchos cambios significativos pues coincide con un ciclo de profundas transformaciones
fisiolégicas y psicoldgicas que ocurren en los estudiantes; curricularmente se corresponde
también con el transito de la aritmética al algebra en el que se enfatiza el uso de letras en
matematica. Por ende, este pasaje ha sido un asunto de interés en la comunidad de
investigadores en Educacién Matematica pues se reconoce que dicho transito es uno de los

grandes obstaculos con que se enfrentan los escolares.
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MOMENTO II

Repertorio de coordenadas tedricas y conceptuales de referencia

Investigaciones relacionadas

Luego de un proceso de revision documental, en esta seccién se presentan algunos
trabajos relacionados en cuanto a los aspectos conceptuales, tedricos, metodoldgicos y afines
con el estudio realizado, del mismo modo, se desarrolla el repertorio de coordenadas
conceptuales y tedricas.

Entre los trabajos revisados resalta la tesis doctoral de Castro (2013), cuyo objetivo
principal fue exponer, analizar e interpretar la comprension de los alumnos entre 13 y 14 afos
sobre las ideas de estructuras de numeros, patrones, relaciones numéricas, sucesiones vy
término general de las mismas cuando son enfrentadas haciendo uso de configuraciones
puntuales. Tedricamente de sustentd en la psicologia cognitiva, en particular la Teoria del
Procesamiento de la Informacién.

A nivel metodoldgico tiene los siguientes elementos; fue de orientacién mixta cuali-
cuantitativa pues interceptd el paradigma hermenéutico interpretativo con el empirico
analitico, equilibré “por una parte, el cardcter subjetivo que se atribuye al paradigma
interpretativo y, por otra, la simplificacion de la compleja realidad escolar que se achaca al
paradigma empirico” (p. 62). Ademas, en correspondencia con los paradigmas, se inclind hacia
la Investigacion Accidon con observacion participante activa y se apoyd “en un disefo
cuasiexperimental con el fin de completar la informacién obtenida en el proceso de
Investigacion-Accién, permitiéndonos conocer hasta qué grado un cambio de variable
dependiente ha sido debida a los efectos del tratamiento” (p. 64). En consecuencia, los

instrumentos fueron sometidos a juicio de expertos, prueba de validez y fiabilidad.
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Durante el desarrollo del estudio, el grupo investigador compard el comportamiento,
actuaciones, dominio del tépico de estudio entre un grupo de sujetos a los cuales se les habia
instruido acerca del tema y otro a los cuales no, con el fin de desvelar el nivel de accién sobre el
tema y acceso al objeto matematico entre ambos. En este sentido, después del andlisis
experimental y cualitativo de la data, los investigadores afirmaron que “admitimos que el
trabajo de exploracion de patrones mediante configuraciones puntuales no determina un
mayor dominio de las sucesiones numéricas en alumnos que han seguido este modelo de
ensefianza, frente a los que no lo han seguido” (p. 273).

Finalmente, el grupo investigador concluyé que los estudiantes de 7mo y 8vo nivel
“integran el sistema de representacién puntual para los nimeros y lo utilizan adecuadamente”

"

(p. 274), especificamente en 7mo “..conectan el patrén geométrico y su correspondiente
patrén aritmético a través de las representaciones puntuales” mientras que en 8vo “trabajan
sobre nimeros que comparten patrdn, iniciando de forma intuitiva el concepto de sucesién y
trabajando sobre la nocién de término general”, sin embargo manifiestan errores persistentes
sobre ese objeto “expresar el término general se identifica con expresar la posicién del término
general, por ello hay muchos alumnos que responden se les pide el término general de una
sucesiéon” (p. 275), y “en definitiva , atestiguan que el procesamiento de informacién con una
alta carga conceptual de naturaleza muy abstracta no se verifica en este nivel escolar” (p. 275).

La investigacidn anterior, refuerza esta investigacién con definiciones contempladas en
el marco tedrico, exhibe con agudeza y minuciosidad los procesos de evaluacién a los cuales
fueron sometidos los instrumentos de recoleccidon de datos y aln mas importante, conforma
una pauta a seguir en la elaboracién de los instrumentos a aplicar relacionados a las
configuraciones puntuales partiendo de “... podemos interpretar como que las configuraciones
puntuales constituyen un recurso informal o innato. El alumno es capaz de ponerla en curso sin
necesidad de una ensefianza previa, cuando se le proponen actividades adecuadas” (p. 276).
Ademas, las conclusiones expuestas, fortalecen la problematica aqui planteada.

Otra investigacion considerada en este estudio es la que realizé Vergel (2014) cuyo

propésito fue “identificar y estudiar formas de pensamiento algebraico temprano que emergen

en alumnos de cuarto y quinto grado de Educacidon Basica Primaria como resultado de su
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participacidon en la actividad matematica, especificamente en torno a tareas de generalizacién
de patrones” (p. 2). Se fundamenta en la Teoria de objetivacion, principalmente de acuerdo a la
perspectiva;

La teoria de la objetivacion parte de un reposicionamiento del individuo
visto como un sujeto que vive, piensa, y actla en el marco de su cultura y de la
premisa que la base de la cognicidn se encuentra en la praxis social, entendida
esta praxis no como una practica contemplativa, sino como una actividad
humana sensitiva y concreta (Radford, 2010, p. 56).

Metodoldgicamente, el trabajo se desarrollé con el enfoque de investigacidn cualitativa,
segln el autor “este enfoque construye una rica descripcién del fendmeno o problema
didactico bajo estudio, en este caso, la emergencia de formas de pensamiento algebraico
temprano en alumnos jovenes (9-10 afios)” (p. 84) Ob. Cit. ademas se asumid “la tesis segun la
cual el pensamiento se puede desarrollar en la Zona de Desarrollo Proximo (ZDP) a través de la
interaccion verbal de maestros y alumnos y de los alumnos entre si” (p. 85); esto, representa
imperativamente una ruta para este trabajo en virtud de la similitud en parte del sustento
tedrico, ya que, igualmente se apoya de la Teoria de la Objetivacion propuesta por Radford
(2010).

Antes de ejecutar la fase de analisis de campo, el investigador realizé un diagnostico
preliminar con la intencion de afinar las interrogantes del estudio, conjuntamente captar
informacidn sobre el estado del tema e identificar posibles obstaculos tanto en el proceso como
en los instrumentos a utilizar. Luego, aplicaron diferentes instrumentos a “un grupo de 15
estudiantes de 4° y 5° de primaria (9-10 afios) de un colegio publico de la ciudad de Bogotd
(Colombia), durante 13 sesiones de 2 horas cada una aproximadamente, entre los meses de
abril y septiembre de 2012.” (p. 99). Posteriormente, en las tareas realizadas por los
informantes se realizé un andlisis fundamentandose en “una concepcion multimodal del
pensamiento humano (Radford, Demers, Guzman & Cerulli, 2003; Radford, Edwards &
Arzarello, 2009; Arzarello, 2006)” (p. 109), la cual sostiene “que es importante la inclusion del
cuerpo en el acto de conocer, por lo que es clave en este andlisis la consideracidon de los
recursos cognitivos, fisicos y perceptuales que los estudiantes utilizan cuando trabajan con

ideas matematicas” (p. 109). Desde esa perspectiva consideraron, lo que el autor llamé, el texto
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escrito, hablado y el gestual, “estas formas de expresion y produccién de significados fueron
estudiados como el producto final de procesos de interaccién social. Estos procesos se
encuentran permeados por el objeto de la actividad y por la cultura a la que pertenecen los
estudiantes” (p. 110).

En consecuencia, el investigador afirmé que hubo un progreso en el pensamiento
algebraico de los estudiantes, tanto el factual como el contextual, sobre eso sostiene que
“podemos afirmar que las formas de pensamiento algebraico temprano Factual y Contextual
emergen o aparecen como posibilidades que los estudiantes instancian en la actividad.” (p.
179), ademads la data analizada evidenciéo que fue en el desarrollo de la actividad que los
informantes pudieron reconocer conscientemente dichas formas de pensamiento algebraico y
evolucionar desde uno hacia el otro, en la direccion factual-contextual, sobre esa idea;

Los alumnos tuvieron que movilizar otros medios semidticos de
objetivacidn, en este caso recursos lingliisticos que permitieron instanciar otra
forma o estrato de pensamiento algebraico como lo es el Contextual, es decir,
una forma de pensamiento algebraico que esta en continuidad con el Factual
pero que va mas alla, va mas lejos. En este sentido, podemos afirmar que hay
una evolucién del pensamiento algebraico Factual hacia el Contextual (p. 180).
Finalmente, sobre las tareas de generalizacidon de secuencias numéricas, los estudiantes

en primer lugar recurren a expresiones aritméticas, en su intento de generalizar el patrén

detectado, pero posteriormente lograban alcanzar una generalizacién factual.
Conceptos de referencia
Reconocimiento de Patrones

No es comun en la ensefanza de la Matematica el empleo de los patrones para motivar,
explorar y propiciar la comprension del algebra escolar, no obstante, la afirmacién de Zazkis y
Liliedahl (2002) de que “los patrones son el corazén y el alma de las matematicas” (p. 379);

frase andloga a la de Halmos (1980), quien asigna este papel a los problemas. Plantean que “a

diferencia de la resolucién de ecuaciones o la manipulacién de los nimeros enteros, la
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exploracion de los patrones no siempre se destaca por si misma como un tema o una actividad
curricular” (Zazkis y Liljedahl, 2002, p. 1).
En este contexto cabe destacar el concepto de razonamiento matematico, Giménez

Ill

(1997) lo considera como el “conjunto de enunciaciones y procesos asociados que se llevan a
cabo para fundamentar una idea en funcién de unos datos o premisas y unas reglas de
inferencia” (p. 70). En él convergen cuatro procesos: reconocimiento, induccién, iteraciéon y
recursion.

El reconocimiento es utilizado como sinénimo de descubrimiento y explicitacion de
patrones a partir de una situacion dada. Esto supone otros subprocesos tales como: (a)
Observar regularidades; (b) identificar descriptivamente situaciones; y, (c) interpretar
situaciones similares, entre otros. A través de la induccidn se busca la formulacién de leyes
generales a partir de la observacién de casos particulares. Con la iteracion se repite un cierto
razonamiento o procedimiento. Finalmente, la recursién se ejecuta cuando se hace un
procedimiento aparentemente circular para poner en practica un proceso iterativo.

Con respecto al término patron cabe destacar que no es propio del lenguaje
matematico, ni apunta hacia un area especifica dentro de su amplio universo ya que el mismo
corresponde a una nocion “meta-matematica” (Da Ponte, 2009); por ello es posible, segln este
autor, hablar de patrones en cualquier rama de la Matematica con configuraciones vy
propiedades propias en cada caso, por lo que no resulta sencillo identificar aspectos que sean
comunes.

Desde el punto de vista matemadtico Andonegui (2009) define patrén como:

Secuencias de numeros o de graficos cuyos elementos se obtienen a
partir de cierta regla estable que se va aplicando a cada elemento de la

secuencia para obtener el siguiente, de tal modo que cada elemento guarda
cierta relacion con la posicién que ocupa (p. 30).

El término regularidad alude a la repeticion de un fendmeno en diversas instancias que

bien pueden ocurrir en un contexto informal como cientifico; es decir, dicha repeticidon puede

estar asociada al tiempo, las experiencias de la vida cotidiana, entre otros; también puede
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emparentarse con los términos compas o ritmo. En el caso de las ciencias, y particularmente las
matematicas, estudiar las regularidades constituye un eje transversal.
Por su parte, Da Ponte (2009) observa la complementariedad entre los términos
regularidad y patrdn, en ese sentido afirma:
El término patrén apunta a la unidad de base que se repite, de forma
exactamente igual o de acuerdo con alguna ley de transformacién, mientras que
regularidad remite a la relacién que existe entre los diversos objetos, aquello

gue es comun a todos ellos o que de algin modo los une. Patrones vy
regularidades son, por tanto, dos puntos de vista complementarios (p. 170).

A su vez, Warren y Cooper (2008) sostienen que el poder de las matematicas radica en
las relaciones y transformaciones que dan lugar a patrones y generalizaciones.

Sin embargo, el estudio de patrones y regularidades no debe plantearse como un
objetivo en si mismo, pues como lo advierte Da Ponte (2009) esto puede dar origen a diversos
malos entendidos e incomprensiones. El ejemplo anterior sirve para ilustrar como el patrén
funciona como instrumento para estudiar el nimero racional.

Ademas, no todas las generalizaciones de patrones son algebraicas. Por esta razon, en el
uso de patrones como recurso didactico, se debe tener mucho cuidado en no confundir
generalizaciones algebraicas con otras formas de generalizacién (Radford, 2010).

En el trabajo con patrones y regularidades se debe tener claro lo relacionado con lo
representacional, en ese sentido, se puede hablar de representaciones pictdéricas, geométricas,
numéricas, tabulares, algebraicas y verbales. Ademas, también son importantes siguiendo a
Britt e Irwin (2008), reconocer la articulacion de diferentes sistemas semidticos, palabras,
gestos, imagenes, graficos y simbolos.

Segun Radford (1997), citado por Vergel (2014), generalizar significa observar algo que
va mas alld de lo que realmente se ve. Ontogenéticamente hablando, este acto de percibir se
desarrolla a través de un proceso durante el cual el objeto por ser visto emerge

progresivamente.
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Generalizacion de patrones

Generalizar un patrén reconocido en una serie de elementos del contexto real es una
habilidad con la cual, desde nifio, el hombre construye su repertorio de conceptos,
conocimientos e identificaciones. En matematica, es una actividad que constituye las bases
para el desarrollo del pensamiento algebraico, y en especial, el principio de la nocién de
demostracion. Mason (1999) expresa que la “deteccién de patrones y la expresién de
generalidad estdn en el centro de las matematicas; sin duda, el estudio de las matematicas
puede ayudar a desarrollar y a refinar las capacidades naturales para ello en la mayoria de los
estudiantes” (p. 232).

En algebra, la generalizacidn es la representacién simbdlica de algin comportamiento
comun en una coleccién de datos, elementos u objetos matemdticos. Para Mason (1999), “La
capacidad de generalizar estd en relacion de dependencia y de conexidn con la capacidad de
agrupar y de ordenar, es decir, de enfatizar o de pasar por alto, de enfocar la atencién de
diferentes maneras” (p. 235). En ese sentido sostiene que “Expresar generalidad es una
capacidad con la que todo nifio llega a la escuela, pero que por alguna razén no siempre se
conoce o se usa. Es una capacidad que necesita refinarse y agudizarse, extenderse y
desarrollarse” (p. 237). En esta investigacién cuando se haga mencién a “generalizacion”
deberd entenderse por generalizacion algebraica, de la cual en la seccidén anterior se destacé la
importancia durante el desarrollo del “hombre” a lo largo de la vida, igualmente lo expresa el
autor citado:

Detectar patrones y expresar generalidad no es solamente buena
matemadtica, sino que contiene las semillas de la demostracién, pues la
naturaleza inductiva de los patrones es la base para una demostracién inductiva
de las relaciones. En otras palabras, se expone a los estudiantes a la parte central
de cualquier demostracion formalizada que ellos pudieran encontrar
posteriormente. De modo que a medida que ellos expresan generalidad estan
comprometidos con la semantica, con el significado matematico (p. 243).

Por lo tanto, podemos considerar como patrén al comportamiento comun detectado en
alguna reunién de objetos matematicos, mientras que el proceso a través del cual se descubre

la generalizacidn es llamado por Castro (2013), induccién. El sostiene que “la induccién es un
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modo de razonar que conduce al descubrimiento de leyes generales a partir de la observacion
de casos particulares y sus combinaciones” (p. 27).

Por su parte, Radford (2006) propone el concepto de generalizacién como “la capacidad
de captar una caracteristica comun notada en algunos elementos de una secuencia S, teniendo
en cuenta que esta coincidencia se aplica a todos los términos de S y poder usar para
proporcionar una expresion directa de cualquier término de S” (p. 5). Bajo esta nociodn, la
habilidad de generalizar es entendida sélo como “capacidad de captar” como en los inicios del
algebra, no se alude al simbolismo algebraico escrito, al mismo tiempo el autor citado extiende
el concepto hacia la idea de intuicién dado que apunta hacia elementos mas allad de lo que a
simple vista puede percibirse:

La generalizacion algebraica se basa en el aviso de una comunidad local que
luego se generaliza a todos los términos de la secuencia y que sirve como garantia
para construir expresiones de elementos de la secuencia que permanecen mas alla
del campo perceptual. La generalizacién de la comunidad a todos los términos es la
formacién de lo que, en terminologia aristotélica, se llama género (Ob. Cit., p.5).

En particular, en este estudio sostenemos que, para lograr la generalizacion, los
estudiantes en primer lugar deben discriminar cosas para luego agruparlas; percibir el patrén;
y, después de procesos de comprobaciéon e induccién, configurar la generalizacién posible.
Ademas, Vergel (2014) expresa que la “generalizacidon de patrones es considerada como una de
las formas mas importantes de introducir el algebra en la escuela” (p. 194), por tal motivo este
estudio toma como principio que el pensamiento algebraico es “una forma particular de
reflexionar matematicamente. Desde nuestras consideraciones filoséficas podemos aseverar
gue el pensamiento algebraico, en tanto saber, es un conjunto de procesos corporizados de
accion y de reflexidn constituidos histdrica y culturalmente” (Ob. Cit.p. 77).

Asimismo, el autor citado expone lo que segun Radford (2010), denomina
Generalizacién Aritmética, Generalizacién Factual y Generalizacidon Contextual. La primera se
presenta cuando un estudiante, operando aritméticamente, encuentra una comunidad local
gue funciona para ciertos términos de una secuencia mas sin embargo esa informacién no
permite calcular cualquier término de la secuencia. La segunda, “es aquella en la cual hay

evidencia de una generalizacidén de acciones en la forma de un esquema operacional, esquema
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gue permanece ligado al nivel concreto de uso de los simbolos numéricos, a términos deicticos,
gestos y actividad perceptual” (p. 82), es decir, es el mismo sistema y/o orden de operaciones. Y
por ultimo, la generalizacién contextual, la cual representa un nivel mas avanzado en el que “se
generalizan no sélo las acciones numéricas sino también los objetos de las acciones” (p. 82),

pero, sin alcanzar la generalizacidn algebraica simbdlica.

Generalizacion algebraica

Para Mason (1996), generalizar es un proceso fundamental en el desarrollo del
pensamiento matematico y el analisis de situaciones, ya que promueve la abstraccion
matematica; esta idea es desarrollada desde la construccion y reconocimiento de patrones o
regularidades, articulando las generalizaciones de situaciones cotidianas. En este sentido,
Mason et al. (2014) han establecido un conjunto de secuencias por las que transita el
estudiante al momento de generalizar, estd conformada por cuatro etapas con sus
correspondientes criterios descriptivos. A continuacién, se enuncian y se describen:

1. Percibir un patrén: En esta etapa es indispensable que el uso de técnicas matematicas
para generar valores vistos en la secuencia; el estudiante en este caso identifica y comunica
relaciones entre los valores conocidos, percibiendo lo que es comun a partir de ejemplos
particulares.

2. Expresar el patrén: Es de vital importancia decir el patréon encontrado para que
posteriormente se pueda hacer una reflexion; el proceso de comunicacion en esta etapa influye
de manera directa, ya que las percepciones sobre las relaciones entre cantidades son
modificables gracias al trabajo conjunto.

3. Registrar un patrén: Esta actividad va mas alld de la percepcion visual y el
reconocimiento de relaciones debido a que el estudiante describe de manera escrita las
variables claves de la situacion; la capacidad de usar esas propiedades comunes para deducir
una expresion directa o indirecta es lo fundamental en este proceso, es posible que se utilicen
simbolos, graficos o expresiones no convencionales para representar la generalidad del patrén

4. Probar la validez de la férmula: En el proceso anterior, la formula incide sobre los
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objetos de la secuencia, pero en la etapa final dicha expresiéon debe ser correcta en donde la

nocion de general como idea como desde un ejemplo particular se puede evidenciar lo

universal; para que se pueda observar la generalidad es necesario que se reestructuren las

caracteristicas comunes y se lleven a cada uno de los términos (presentes y ausentes) de la

secuencia, haciendo notar que, sin importar el cambio, lo hacen de manera regular y conjunta.
A continuacién, en la tabla 1, se hace un resumen de las etapas anteriores.

Cuadro 2
Etapas en la generalizacion de patrones segun Mason et al

Categorias Criterio

VER Se puede observar que el estudiante vivid la experiencia, identifica y
reconoce las propiedades y atributos de un patrén.
Se esfuerza por explicar un patréon dado de manera verbal, mental o

DECIR escrita; con sus propias palabras articula y expresa lo que ha
reconocido, de la manera mas clara posible para hacerse entender.
REGISTRAR El estudiante presenta suficiente informacion con el registro escrito

sobre el patrén escogido para expresar la generalidad en palabras de
aquello que ha logrado evidenciar.

PROBAR El estudiante realiza célculos para probar el patrdon, chequeando la
consistencia

Pensamiento algebraico factual, contextual y simbdlico

Es pertinente precisar cudl es la idea de pensamiento que se adopta en el estudio. De
manera mas precisa, Radford (2006) sefiala que “el pensamiento es sobre todo una forma de
reflexion activa sobre el mundo, mediatizada por artefactos, el cuerpo, a través de la
percepciéon, gestos, movimientos, el lenguaje, los signos, etc.” (p. 213). Por su parte, para
Vergel y Rojas (2018), “el pensamiento es, pues, un proceso de actividad humana, una praxis
reflexionada en tanto actividad no contemplativa sino sensual y concreta, lo cual sugiere un
proceso en constante movimiento y cambio”. (p. 45). Ademas, los autores citados subscriben
“la idea de Luis Radford, en su Teoria de la objetivacién, segun la cual el movimiento es una
categoria ontolégica fundamental.” (p. 46).

Ahora, sobre el pensamiento algebraico, es un tipo de pensamiento matematico que ha

sido abordado por la comunidad de educacion matematica, en especial los educadores afines al
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algebra escolar. A finales de la década de la 80 surgieron dos preocupaciones, Vergel y Rojas
(2018) expresan que:

Por un lado, la preocupacién se evidencia en la necesidad de analizar el
proceso mediante el cual los estudiantes de educacidon primaria elaboran
generalizaciones. Interesa aqui, para decirlo metaféricamente, la anatomia de la
generalizacion. Por otro lado, estd el llamado a posibilitar desde los primeros
grados de la primaria el desarrollo del pensamiento algebraico (p. 47).

Para Radford (2010), el pensamiento algebraico se caracteriza por tres componentes, el
sentido de indeterminancia (incégnitas, variables y pardmetro) “como aquello opuesto a la
determinancia numérica” (p. 39); la analiticidad como forma de trabajar los objetos
indeterminados, es decir, el reconocimiento del cardcter operatorio que admiten los objetos en
el proceso de deduccion; y por ultimo la expresion semidtica, esto es, la manera especifica de
nombrar o referir los objetos. Ademds, a partir de un trabajo de reconocimiento de patrones en
secuencias efectuado por Radford (2010) con estudiantes de 9no grado sugirié tres tipos de
pensamiento algebraico estrechamente interconectados a las componentes descritas que “no
debe entenderse de manera rigida de manera jerarquica tampoco. Por lo tanto, dependiendo
del contexto y el problema en cuestidn, un estudiante puede avanzar y retroceder a lo largo de
esas formas de pensamiento” (p. 14).

Pensamiento algebraico factual: Vergel (2015) sostiene que “Los medios semidticos de
objetivacién movilizados son los gestos, los movimientos, el ritmo, la actividad perceptual y las
palabras. En este estrato de pensamiento, la indeterminancia no alcanza el nivel de la
enunciacién, pues se expresa en acciones concretas” (p. 11). En esta clase, “la indeterminancia
gueda implicita, en tanto que el alumno sefiala con la mirada, con su indice, realiza
movimientos con un ldpiz, dice «aqui», sefiala dos figuras en una secuencia y dice «mas
dos»”(p. 11).

Pensamiento algebraico contextual: aqui, Vergel y Rojas (2018) expresan que “los
gestos y las palabras son sustituidos por otros medios semidticos de objetivacién tales como
frases «clave». En este estrato de pensamiento la indeterminancia es explicita, se vuelve objeto
del discurso. La formulacion algebraica es una descripcion del término general” (p. 52). Por

ejemplo:
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El estudiante dice «arriba quito uno» o «dos por la figura mas uno», o «#
de la figura mas para la fila de arriba y # de la figura mas dos para la de abajo.
Sumar los dos para el total». Esto significa que los estudiantes en este estrato de
pensamiento tienen que trabajar con formas reducidas de expresién, lo cual
sugiere pensar en la idea de contraccidon semiédtica, en tanto hay evolucién de
nodos semidticos (p. 52).

Pensamiento algebraico simbdlico: Las frases claves son interpuestas por el lenguaje
algebraico, por ejemplo, por expresiones del tipo n +(n +2). Aqui “hay un cambio dréstico en la

manera de designar los objetos del discurso (Radford, 2010; p. 8).

Interpretacion de las letras

Un hecho que parece quedar claro es que la simbolizacién es un signo distintivo del
Algebra y que ésta es implementada, preponderantemente, a través de las letras, de hecho “el
uso de las letras se encuentra fuertemente ligado al Algebra elemental y a los razonamientos de
tipo algebraico (Gonzalez, 2015, p. 123), razén por la que es importante considerar las distintas
interpretaciones que de ellas se hacen. Sin embargo, el hecho de utilizar signos como letras, no
equivale a hacer dlgebra, pues de ser asi el dlgebra seria una simple generalizacién de Ia
aritmética, por el contrario, se debe dotar de significado a las expresiones que involucran
dichos simbolos.

Una categorizacion ampliamente conocida sobre el uso de letras es la que ofrece
Kichemann (1980), este autor realizé en 1976 una investigacién que involucré 3000 alumnos
britdnicos entre 13 y 15 afios, en el marco del proyecto CSMS (Concepts in Secondary
Mathematics and Science). Analizé las interpretaciones que los estudiantes hacen de las
expresiones literales (letras) que aparecen en las expresiones algebraicas y establecid seis
categorias las cuales han servido de base para varias investigaciones con relacidon a la
ensefianza del Algebra elemental como lo demuestra el trabajo de Palarea (1998) entre muchos
otros que la han validado.

Estas seis categorias son: (1) letra evaluada, (2) letra no considerada, (3) letra como

objeto concreto, (4) letra como incdgnita especifica, (5) letra como un nimero generalizado y
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(6) letra como variable. Se podria afirmar que de esta clasificacion las tres primeras se
constituyen en dificultades para el desarrollo del pensamiento algebraico del estudiante,
mientras que las restantes son usos correctos de las letras en Algebra. A continuacién, se
describirdn cada una de tales categorias:

1. Letra evaluada: el estudiante asigna un valor numérico a la letra desde el principio
como una manera de evitar el trabajo con algo que se desconoce y asi eliminar la
incertidumbre, para ello se vale de relaciones y conceptos como la simetria, lugar que ocupa en
el alfabeto, reparto equivalente, etc. (Palarea, 1998). Un ejemplo se tiene cuando el estudiante
tiene que operar con expresiones del tipo a + b = 10 y atribuye el valor 5 para las dos letras.

Este tipo de caso también es una muestra de los peligros que conlleva la transferencia
de lo aritmético a lo algebraico, por ejemplo cuando en los primeros grados de escolaridad se
colocan problemas como el siguiente “[ ]+ 7 = 11” donde el nimero que falta debe ser
colocado dentro del cuadrado siendo éste un accesorio para colocar dentro de él el nimero 4.
Otra variante de esta situacidon son los problemas del tipo “Si a + 7 = 11, cuanto vale a”, el
valor de la letra a es desconocido pero seguidamente es evaluable, se conmina entonces a el
alumno para que asigne el valor 4 a la letra a, corriendo el riesgo de que los nifios asimilen este
tipo de problemas reflexionando sobre el significado de una letra como un valor numérico
especifico (Palarea, 1998). Se debe agregar que esto es didacticamente correcto porque se esta
trabajando en el nivel de pensamiento numérico pero en el nivel algebraico, como lo sefiala Ia
precitada autora, esta misma situacion es conceptualmente diferente si se plantea asi “Si a +
7 = 11, entonces a =?".

Otro tipo de situaciones que puede reforzar esta nocién de letra evaluada son los
ejercicios del tipo “Calcula el valor de la expresiéon 5b — 2 cuando b = 0,b = 1,b = 2” con los
cuales la idea de letra fija, inicialmente desconocida, es cambiada por la idea de que ella puede
tomar el valor de varios nimeros.

2. Letra no considerada: la letra es ignorada o, en el mejor de los casos, se reconoce su
existencia sin darle significado. Un ejemplo se consigue en ejercicios del tipo “anade 5a7m”y

el estudiante sefiala 12m con lo cual asume que la letra estd ahi pero se puede prescindir de
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ella. De este caso hay una variante que puede pasar desapercibida por el docente en ejercicios
del tipo “multiplica por 5 a 7m” en el cual se obtiene 35m.

3. Letra considerada como objeto concreto: la letra se contempla como un signo
taquigrafico para un objeto concreto o el objeto concreto en si mismo, un ejemplo se consigue
en expresiones como 8p+5m en la que el estudiante puede estar “leyendo” las letras como
iniciales de frutas y creer que se trata de 8 peras mdas 5 manzanas o incluso ver las letras como
los objetos mismos en cuyo caso se tienen 8 “pes” mas 5 “emes”. Como sefala Palarea (1998)
esta reduccién del significado abstracto de las letras a objetos generalmente ocurre
inadecuadamente en problemas en los que es necesario distinguir entre los objetos concretos y
las cantidades especificas de esos objetos.

Desde el punto de vista de la Geometria ocurre con frecuencia tomar las letras como
simples nombres para los lados de un poligono descuidando el sentido de la magnitud del lado,
por ejemplo, al escribir, para el drea de un cuadrado, A = a.b deberia quedar claro que, en
este caso, a y b no son los segmentos, sino las magnitudes de dichos segmentos. Igualmente
ocurre con conceptos como la altura, el radio de una circunferencia, entre otros.

4. Letra considerada como una incégnita especifica: se observa la letra como un ndmero
especifico que, a pesar de ser desconocido, se puede operar con él directamente. Un ejemplo
de tal categoria surge al responder correctamente problemas del tipo “Supongamos que los
lapices cuestan Bs. 3 y los sacapuntas Bs. 4. Si gasté Bs. 25 entre L lapices y S sacapuntas, ¢qué
relacion se puede establecer entre Ly S?

5. Letra considerada como un numero generalizado: la letra es vista como representante
o, al menos llega a tomarse como tal, de distintos valores. Por ejemplo, en esta categoria se
reconocen como infinitas las soluciones de x < 5 siempre que x sea un numero real, mientras
gue la misma inecuacioén tiene solucién finita si x es un nimero natural.

6. Letra considerada como una variable: la letra se contempla como un conjunto de
valores no especificos con unas relaciones sistematicas, se la considera como elemento de una
relacion entre dos conjuntos semejantes de valores. Esta categoria supone un alto nivel de
abstraccion pues en ésta estan envueltas las ultimas 2 categorias, esto es, se reconocen las

letras como incognitas especificas con uno o mas valores pero ademds se distinguen las
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posibles relaciones entre ellas. Alcanzar esta categoria es un asunto complejo en el transito de
lo numérico a lo algebraico, en referencia a las dificultades que significa este aspecto para el
alumno sefiala Palarea (1998) que los simbolos que hasta el momento ha usado el nifio en
Aritmética tales como los signos de operaciones, paréntesis y numeros “son de significacion
univoca y esta acostumbrado a poder interpretar, de manera Unica, cada simbolo que
encuentra” (p. 66).

En el ejemplo anterior, para escribir la ecuacion bastaba con reconocer las letras como
incégnitas y con la siguiente interpretaciéon se podian reconocer sus soluciones, pero el
reconocimiento de L y S como variables exige el establecimiento de otras consideraciones como
por ejemplo la idea de cambio o variacién de tal manera que se puede dar respuesta a
interrogantes como: {qué pasa si L crece?, y si L decrece.

Otro contexto muy importante que involucra esta categoria es en el establecimiento de
una relacion funcional a partir de una tabla de valores lo cual supone observar los cambios que

se operan en una letra (variable) en virtud de los cambios que se operan en la otra.

Enfoque tedrico

Teoria Estructural Funcional de las Representaciones Semioticas

Las representaciones son parte esencial del proceso de aprendizaje de las matematicas
pues conectan los objetos mentales con los objetos matematicos (Rico, Castro y Romero, 2000).
Se definen como “aquellas herramientas, signos o graficos, mediante las cuales los sujetos
particulares abordan e interactian con el conocimiento matematico. Mediante el trabajo con
las representaciones las personas asignan significados a las estructuras matematicas” (Rico,
Castro y Romero, 2000, p. 1).

Las representaciones asociadas a los objetos matematicos pueden organizarse en
diferentes tipos de representacién, de acuerdo con el énfasis en sus caracteristicas vy
propiedades (Lupiafiez, 2016). En los patrones matemadticos se distinguen cuatro tipos de

representacion base: (1) figural, que usa Unicamente recursos visuales, en general dibujos sin
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ningun tipo de notacién simbdlica (Merino, Cafiadas y Molina, 2013); (2) numérica, que se sirve
de numeros y operaciones expresadas mediante lenguaje matemadtico que suelen organizarse
para realizar un cdmputo; (3) verbal, que se distingue por el uso del lenguaje natural oral o
escrito para exponer la informacién de forma cohesionada; y (4) algebraica, que se caracteriza
por el uso del lenguaje algebraico para manifestar un enunciado o generalizar las operaciones
aritméticas (Cafiadas y Figueiras, 2011).

Ahora bien, también el lenguaje juega un papel importante en lo representacional tal
como lo reporta Gonzalez (2015) en el contexto del pensamiento algebraico. También, el hecho
de que los procesos de conocimiento son mediados por el lenguaje fue sefialado por Vygotsky
(1979). En el campo matematico el lenguaje puede manifestarse de formas diversas, por medio
de sistemas de escritura, como numeros, notaciones simbdlicas, representaciones
tridimensionales, gréficas, redes diagramas, esquemas, etc., también se incluyen los enunciados
verbales, un segmento, un simbolo, una figura, una o una férmula matematica; estos objetos
Duval (2002) los denomina representaciones® semidticas y son medios de exteriorizacion de las
representaciones metales para fines de comunicacién®, es decir, para hacerlos visibles o
accesibles a otros.

Una pregunta importante en la teoria estructural funcional de Duval (2017) es écuales
son las condiciones bajo las cuales un numeral o un dibujo, por ejemplo, funciona como una
fidedigna representacién del objeto matematico que pretende aludir?, a tal efecto establece
gue una representacion funciona verdaderamente como representacion cuando da acceso al

objeto representado. En este sentido, sefala:

Es necesario que el objeto no sea confundido con sus representaciones y
gue se le reconozca en cada una de ellas. Es bajo esas dos condiciones que una

3Desde el punto de vista de las ciencias cognitivas, Tamayo (2006) define una representacion “como cualquier
nocidn, signo o conjunto de simbolos que significan algo del mundo exterior o del mundo interior. Podemos
representar en nuestra mente algo que percibimos con nuestros sentidos, algo que vemos, olemos o sentimos, como
también algo que nos imaginamos” (p. 39).

4 No obstante, estos sistemas de signos no sélo tienen una funcién comunicativa, sino un papel instrumental que
modifica al propio sujeto que los utiliza como mediadores (Godino, 2003). Esta apreciacion resulta clave a la luz de
la Teoria de Objetivacion de Radford (2014) expuesta anteriormente.
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representacion funciona verdaderamente como representacion, es decir que ella
proporciona el acceso al objeto representado (Duval, 2017, p.45).

También, se plantea dos preguntas las cuales considera que constituyen el nucleo del
aprendizaje de las matematicas: (a) éCOmo se aprende a cambiar de registro?; y (b) écdmo se
aprende a no confundir un objeto con la representacion que se propone? Segln este autor,
muchas de las dificultades en el aprendizaje de las matematicas se originan en el
desconocimiento que tienen los profesores sobre los fendmenos relativos a estas cuestiones.

Su perspectiva constituye un referente tedrico adecuado ya que permite analizar, por
ejemplo, las representaciones que los alumnos y los docentes emplean para resolver un
problema. Su postura sefiala que es esencial para la actividad matematica que se puedan
movilizar varios signos en el curso de una misma accién, o bien que se tenga la habilidad para
elegir un signo en lugar de otro. Los siguientes son dos principios de su teoria:

1. La actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de
Representacion.

2. Los estudiantes deberian ser capaces de reconocer el mismo objeto matematico
de conocimiento en otros contextos de representacién y usarlos.

Para Duval (2017) estos dos elementos son posibles, metodolégicamente, mediante dos
clases de transformaciones de las representaciones semidticas: la conversion y el tratamiento;
y, metacognitivamente, empleando como estrategia el concepto de coordinacidn interna, la
cual debe ser construida entre los diversos sistemas de representacidn que pueden ser elegidos
y usados; ya que sin esta coordinacion “dos representaciones diferentes significarian dos
objetos diferentes, sin ninguna relacion entre ambos, incluso si son dos “contextos de
representacion” diferentes del mismo objeto” (p. 145).

La conversion es la transformacién de una representacién en una representacion de otro
registro conservando la totalidad o una parte solamente del contenido de la representacion
inicial. Se trata de una transformacidn externa a un registro. Un ejemplo es la transformacion
de la representacién algebraica y = x> + 9x + 14 en su correspondiente representacion

grafica (ver grafico 1).
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Por su parte, el tratamiento de una representacién se entiende como su transformacion
en el mismo registro en el cual ha sido formulada. Se trata entonces de una transformacion
interna a un registro. Un ejemplo es la transformacién de la expresion algebraica (continuando
con el mismo ejemplo anterior) y = x2 + 9x + 14 en su forma factorizada y = (x + 2)(x +

7). El proceso de simplificacion o amplificacion de una fraccidn es otro ejemplo de tratamiento.

Grdfico 1. Grafica de la funcién y = x2 + 9x + 14

Una pregunta que luce interesante a la luz de este ejemplo es, ées como seria el
tratamiento en esta representacion? El cdlculo de la fraccion generatriz de un nimero racional
es otro ejemplo de conversidn.

Para Duval deben reconocerse ambas actividades cognitivas como diferentes e
independientes, pero fundamentales en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica.
Ademas, son procesos complejos ya que pasar de un registro de representacidon a otro, o
representar un objeto de diferentes maneras en un mismo sistema de representacién no es
evidente y mucho menos sencillo para las personas.

En este contexto también se identifican dos actividades claves, una ligada a la
produccidon de representaciones, y otra encadenada con la aprehensién conceptual de los
objetos representados. En el primer caso la denomina semiosis, mientras que a la aprehension
conceptual del objeto la llama noesis. Ademas, postula que la actividad de produccién de
representaciones es la que permite la comprensién; es decir, la semiosis es la que determina las
condiciones de posibilidad de la noesis.

En consecuencia, establece que la diversificacidon de representaciones semidticas de un

mismo objeto aumenta la comprension de los sujetos y reciprocamente, las representaciones
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externas (por naturaleza semidticas, ya que se producen mediante un sistema de signos y son
accesibles a todos los sujetos capaces de interpretar este sistema de signos: enunciados,
formulas, gréficas, etc.) son el medio por el cual las personas exteriorizan sus imagenes y
representaciones mentales haciéndolas accesibles a otras personas. Asi, asigna a las
representaciones externas un doble papel: (a) actian como un estimulo para los sentidos en los
procesos de construccion de nuevas estructuras mentales y (b) expresan la red de significados
personales de los sujetos que las usan.

Por otro lado, la formacion de una representacion identificable como una
representacion de un registro dado, la conversion y el tratamiento son tres actividades
cognoscitivas fundamentales que son subsumidas por la semiosis. Ademas, para que un sistema
semidtico sea un sistema de representacion, segun Duval (1995), debe permitir la realizacion de
estas tres actividades cognitivas.

Los problemas a los que se enfrenta cualquier persona para realizar el tratamiento y la
conversion de representaciones es una dificultad a la que Duval llama fendmeno de no-
congruencia, el cual se da entre las representaciones de un mismo objeto que provienen de
sistemas semiodticos diferentes y el pasaje entre ellas no es inmediato. El problema general en
toda actividad humana, y por consiguiente de todo aprendizaje, es el del uso adecuado de los
registros semiodticos articulados.

Esta teoria reconoce la existencia de, por lo menos, dos caracteristicas tipicas de la
actividad cognitiva propia de los procedimientos matematicos que marcan una diferencia con la
actividad cognitiva para el aprendizaje de otras disciplinas, y que la constituyen en un campo de
estudio privilegiado para el analisis de las actividades intelectuales humanas.

En primer lugar, los objetos matematicos nunca son accesibles por la percepcién, como
podrian serlo la mayoria de objetos de otras disciplinas, esto es asi dado que la designacién de
los objetos matematicos pasa necesariamente por un registro semidtico de representacion, sin
autosuficiencia para el desarrollo de conocimiento, entre éstos se encuentra la lengua materna,

sin ninguna preferencia por encima de los demas.
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En segundo lugar, es posible (y en ocasiones necesario) recurrir a varios registros
semioticos de representacion, algunos de los cuales han sido desarrollados especificamente

para efectuar tratamientos matematicos.

Teoria de la Objetivacion

Investigadores interesados en entender el problema del papel de la cultura, de la
historia y de la sociedad en el aprendizaje, iniciaron un movimiento dentro de la Educacién
Matematica en la década de los 90 que pretendia hacer frente a la vision individualista que
predominaba en la educacion matematica de ese tiempo. Segin Radford (2014) “Desde
entonces ha habido un interés creciente en la educacién matematica por entender Ia
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en tanto que fendmenos sociales, culturales e
histéricos” (p. 133).

Surge entonces la Teoria de la Objetivacién (T.0.) propuesta por Radford (2014), de la
cual Vergel (2015) expresa que “parte de un reposicionamiento del individuo visto como un
sujeto que vive, piensa y actia en el marco de su cultura y de la premisa que la base de la
cognicion se encuentra en la praxis social,” (p. 55), igualmente sostiene que “Dentro de esta
perspectiva semidtica-cultural, el pensamiento es una actividad reflexiva y sensible mediada
por signos, materializada en la corporeidad de las acciones, gestos y artefactos” (ob. cit.p. 56).

Los fundamentos de la teoria de la objetivacién son dos, uno, de naturaleza ontoldgica y
otro de naturaleza epistemoldgica. La ontoldgica sefala que los objetos matematicos no son
independientes de la actividad realizada por los seres humanos, ni son el resultado del
descubrimiento de sujetos interesados en conocer una realidad externa a ellos. Por el contrario,
los objetos, son generados por los individuos en el transcurso de su desarrollo en el mundo
real. Por su parte, en el fundamento epistemoldgico se caracteriza la manera en que los
estudiantes conocen los objetos matematicos.

La T.O. entiende al saber cdmo un ente que objeta la conciencia, de alli, recibe su
nombre. También, sustenta el saber cdmo una cadena de acciones codificadas histérica y

culturalmente que se cristalizan continuamente en la practica social. Segin Radford (s/f) “el
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saber no puede ser algo que se ‘posee’ o se ‘alcanza’. El saber es mas bien algo diferente de
nosotros, algo que encontramos, que nos objeta (es decir, se nos opone)” (p. 118).

La teoria de la objetivacidn se opone a la nocién tradicional de saber e ideas, en la que
ellas nacen en los individuos y forman parte de su esencia mental; por el contrario, en la T.O.
las ideas, el saber y formas de pensamiento existen indiferentemente de los individuos, y son
éstos quienes a medida que se desenvuelven en determinando contexto social se encuentran
con estos elementos externos, y después del encuentro, arriba el reconocimiento, pero entre
estos reside la objecion. Para Radford (s/f) “el aprendizaje es el encuentro con el saber y su
transformacién subjetiva en algo que aparece a la conciencia. Esta transformacién es lo que
llamo objetivacion” (p. 120).

En este sentido, la conciencia bajo el enfoque de T.0., se concibe como una
consecuencia de las interrelaciones sociales en el mundo externo y no como “como un
constructo metafisico oculto en alguna parte en una presunta interioridad con la que todos
habriamos nacido” (Ob. Cit. p. 122). Es decir, cada individuo edifica su conciencia conforme a su
deliberacion del mundo concreto, estableciendo caracteres de comprensién, decisidn,
sentimientos, diseccion, entre otros.

También en la T.O. el aprendizaje, “se teoriza como procesos de objetivacion, es decir,
aquellos procesos sociales de volverse, progresivamente y criticamente, consciente de una
forma codificada de pensamiento y de acciéon” (Ob. Cit, p. 121). En consecuencia:

Son procesos de objetivacién aquellos actos de notar significativamente
algo que se revela a la conciencia por medio de nuestra actividad corpérea,
sensorial y artefactual. Es el notar o percibir algo (lo “en si”) que se revela en la
intencion emergente proyectada en los signos o en el movimiento kinestésico,
en el curso de la actividad practica concreta —la revelacién del “en si” que se

o

convierte en “para si” en el curso de su aparicién y por lo tanto se transforma en
conocimiento para nosotros (Ob. Cit., p. 121).

Con relacién al planteamiento anterior se afirma que, el aprendizaje no se concibe como
una imitacion de actividades sociales. Tampoco es la incorporacién del individuo, el estudiante,
en una esfera que le resulta extrafia y es exterior a él, tercero, tampoco es lo contrario. Aqui, el
aprendizaje se entiende como “la fusidon entre modos culturales de reflexionar y actuar y una

conciencia que trata de percibirlos” (Ob. Cit., p. 122). Este punto resultd clave en el trabajo
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realizado, pues, se admite la fusion entre las formas culturales sociales y el objeto matematico
escolar, como aprendizaje. Tomando como punto de partida que dentro de las formas
culturales de los estudiantes se hallan cualidades, practicas, creencias y formas de pensamiento
sobre los fines de la escolaridad segun su realidad contextual.

Por su parte, el objeto matematico, mas alld del fin escolar inmediato (reconocer
patrones, interpretar algebraicamente, escribir algebraicamente), es percibido como un ente
capaz de fortificar el intelecto, la conciencia y sus formas de procesamiento, deliberacidn,
develacién y toma de decisiones de los jovenes, a lo largo de su vida, lo que a fin de cuenta, es
uno de los objetivos macro de la educacién; el formar a los individuos para el fruto de una
nacion.

Pero, segln Radford (2003), citado por Vergel (2015), “écudles son los medios para
mostrar el objeto? Se llaman medios semidticos de objetivacion, esto es, objetos, artefactos,
términos lingliisticos y en general signos que se utilizan para comunicar o hacer visible una
intencion y para llevar a cabo una acciéon” (p. 57). Entonces los medios de objetivacion son:

Todos los medios utilizados por los individuos que se encuentran en un
proceso de produccidén de significados, para lograr una forma estable de
conciencia, para hacer presente sus intenciones y organizar sus acciones y asi
adquirir las metas de sus acciones (ob. cit p. 57,).

Dicho esto, se realizaron las actividades rigurosamente en cuanto al detalle de los
medios utilizados por los informantes y algunos otros elementos externos que intervinieron.
Ademas, “dado el rol mediador que tiene la actividad entre el saber y el conocimiento, la
actividad es un componente clave de la investigacién del proceso de objetivacion” (Ob. Cit.p.
123).

En ese sentido, la actividad no debe minimizarse sélo a la aplicacién de materiales e
instrumentos porque esta practica no revelaria la humanidad de las actuaciones mentales,
conceptuales, emocionales de los estudiantes; por el contrario, esto representa una ejecucién
estéril. En la T.0. la actividad “es una forma de vida, algo organico y sistémico, un evento
creado por una busqueda comun es decir una busqueda con otros de la solucion a un problema

planteado, busqueda que es al mismo tiempo cognitiva, emocional y ética” (Ob. Cit., p. 125). En
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consecuencia, es un serio compromiso disefar instrumentos y actividades que revelen el saber
algebraico.

En conclusién, esta propuesta resultd pertinente para esta indagacidn ya que su
perspectiva de investigacion se orienta hacia la “manera en que las formas cultural e
histéricamente codificadas de pensamiento y accién se convierten en objetos de
reconocimiento u objetos de conciencia” (Ob. Cit p. 123), entendiendo que estas formas de los
estudiantes es aquel constructo intelectual que sintetiza su desenvolvimiento social tanto fuera

como centro de medio escolar.

Zona de Desarrollo Préximo (ZDP)

Es un constructo psicolédgico propuesto por el psicélogo ruso, Lev Vygostky (1896-1934),
frente a la critica y como alternativa hacia la pruebas de cociente intelectual (Cl), y que se
fundamenta sobre la reflexion tedrico-practica de los estudiantes en los procesos de
aprendizaje y desarrollo, su concepto formal se introduce en el contraste entre dos niveles de
desarrollo. Segun Venet y Correa (2014):

El primero corresponde al desarrollo actual, alcanzado por el nifio solo, y
el segundo al desarrollo potencial, alcanzado por el nifio bajo la direcciéon vy la
ayuda del adulto. La diferencia entre estos dos niveles de desarrollo es lo que
Vygotsky llamé la zona de desarrollo préximo (p.8).

La ZDP, es la parte mas conocida de la obra de Vygostky (1979), sobre todo en
escenarios educativos, en la zona, el estudiante se encuentra en el nivel mas elevado cuando
manifiesta estar en el desarrollo potencial, pues cuando alcanza el desarrollo actual ya es capaz
de realizar actividades por si solo y habra salido de la diferencia entre los dos niveles. Esta
teoria refleja dos implicaciones educativas, la primera es que la instruccion efectiva debe ser
prospectiva ya que sostiene que los maestros deben orientar su labor “no al desarrollo de ayer
del nifio, sino al de mafiana” (Vygostky, 1979, p. 211); la segunda, es que lo que un estudiante
consigue en cooperacién, lo podra realizar mas tarde individualmente.

Segun Ehuletche y Santangelo (2000) la ZDP es importante para “explicar los progresos

en la construccién del conocimiento que las personas van realizando a partir de las
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interacciones con otras personas que poseen mayor experticia y de la ayuda adecuada de los
profesores con relacidon a dichos progresos” (p. 36). Por lo cual constituyd una propuesta
tedrica pertinente para esta investigacion.

Por su parte Del Rio (1999), citada por Meza (s/f), expresa que “no podemos atribuir la
direccion del desarrollo sélo a las fuerzas bioldgicas internas del organismo en evolucién, ya
qgue el papel de lo social y de los instrumentos culturales como la educaciéon vendrian a ser
determinantes” (p. 162). En este sentido la propuesta vygostkeana cobra especial
preponderancia en el disefio de las experiencias de aprendizaje pues desde el concepto de ZDP
las experiencias de aprendizaje no se disefian exclusivamente sobre el nivel de desarrollo
alcanzado por el estudiante, sino todo lo contrario, se disefian en funcién de facilitar la
adquisicion de capacidades, destrezas, cualidades, y construccidon de nuevos conceptos.

En este sentido, en forma aparente observamos que la practica tradicional educativa es
un ejemplo de la aplicacion de esta teoria en las aulas, porque en los procesos de ensefianza y
aprendizaje el énfasis esta en transferir conocimientos, estrategias y destrezas al estudiante,
desde el profesor (adulto) con el uso de herramientas y asistencia instruccional en los
diferentes temas de estudio. Sin embargo, esas practicas no simbolizan la esencia de la zona
puesto que el atributo notable yace en la comparacion entre el desarrollo real y el potencial
gue da cabida a la introduccién de mensajes primordialmente teéricos en la mente de los
estudiantes.

Para esclarecer la ruta que conduce hacia la aplicacién de la zona en la practica
educativa, se plantean los siguientes rasgos:

1. Establecer un nivel de dificultad: debe asumirse el nivel de desarrollo potencial,
debe ser un poco desafiante para el alumno, pero no demasiado dificil.

2. Ofrecer apoyo en el proceso: el docente coopera a través de instrucciones
guiadas con el estudiante, de manera que éste experimente de forma clara la solucion del
problema. (Aqui las instrucciones estribaran en conceptos tedricos)

3. Valorar la ejecucion independiente: el mejor resultado de la zona de desarrollo

proximo sera cuando el estudiante realice la actividad independientemente.
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Ademas, el autor perfild tres elementos importantes de la Teoria susceptibles a
considerar para la aplicacién de la ZDP: (a) Andlisis por Unidades; es un error entender el
concepto de la zona como la ensefianza de destrezas y subdestrezas discretas y divisibles, lo
idoneo es considerar los temas de estudio como unidades, relacionando y contrastando cada
suceso del proceso con conceptos y propiedades del tema en si u otros; (b) Mediacion, Vygostky
(1979) insiste que en la instruccion formal es necesario valorar el ambiente de las interacciones
entre el adulto y el nifio, en este caso particular, el profesor y el estudiante, el sistema de
colaboracién entre estos representa el componente central del trascurso escolar y durante ese
escenario interactivo el conocimiento es transferido al alumno en un medio social organizado,
la zona, no es Unicamente un rasgo del estudiante o de la ensefanza, se trata mas bien del
desarrollo cooperativo inscrito en un entorno social atractivo. Y, por ultimo, (c) el Cambio; se
refiere a la evaluacion del proceso psicoldgico y la dindmica del desarrollo cuando el alumno ya
es capaz de realizar una actividad independientemente hoy, que solo podia realizar con ayuda
ayer.

Hoy en dia, no existe algiin manual que nos pilotee en la aplicacion de la ZDP, pues no se
cuenta con el “conocimiento completo y detallado de los procesos que intervienen en la
creaciéon de la ZDP y en el avance conjunto a través de ellas en situaciones de interaccion
docente/grupo de estudiantes en el aula” (Ob. Cit. p. 164), Sin embargo es posible identificar
ciertos rasgos notables para la planificacion del ejercicio docente bajo esta perspectiva, aunque
seguin Onrubia (1999), citado con Meza (s/f):

No se trata de que cada uno de los mismos sirva automatica vy
aisladamente para crear ZDP o avanzar en ellas, sino que tomados en conjunto
estos elementos y criterios configuran una determinada representacion de los
procesos de ensefianza que parecen mas capaces de generar y hacer progresar a
los alumnos a través de dichas ZDP (p. 164).

Los elementos que a continuacion se exponen fueron propuestos a partir “del estudio

de formas de actuacién conocidas y empleadas por muchos profesores en practica habitual” (p.
164), por lo que se creen iddneas, pertinentes, fiables y viables para el fin particular, en este

caso, auspiciar la implementacion de la zona. En ese sentido:
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1. Favorecer un clima atractivo en cuanto a la relacion alumno-estudiante, que se sostenga
sobre la confianza y seguridad, en la cual la curiosidad y el interés por aprender surjan
espontdaneamente por si solas.

2. Incentivar la intervencion de todos los estudiantes en la realizacion de las diferentes
actividades, aun cuando algunos de ellos exhiban escaso domino de las mismas y poco
interés.

3. Impulsar la independencia con respecto al uso y profundizacién de los conocimientos que
los alumnos adquieren.

4. Crear, constantemente y con la mayor profundidad posible, ramificaciones entre los nuevos
conocimientos “recién” adquiridos y los conocimientos previos de los alumnos.

5. Evitar incomprensiones haciendo uso de un lenguaje claro conforme al contexto de los
estudiantes.

Hasta ahora, se ha ilustrado el concepto y cualidades de la ZDP propuesta por Vygostky
(1979) a la luz o con la relaciéon nifio-adulto, en particular, estudiante-profesor. No hemos
atendido un segmento de la definicidn que contempla otros actores o constituye otro capitulo
en el aprendizaje en el marco de dicha perspectiva. Se trata de la realizacion de actividades con
la ayuda de iguales mas capaces, en consecuencia, nos enfocaremos a comentar algunos
aspectos de ese escenario.

Aun cuando el epicentro de la teoria es la relacion estudiante-profesor, la cooperacién
del tipo estudiante-estudiante puede generar condiciones adecuadas en pro de la ZDP. Segun
Onrubia (Ob Cit. 1999) algunas caracteristicas de ese contexto son las siguientes:

1. El estudiante explica su propio punto de vista.

2. Afin de la resolucion de un problema, la divergencia en los diferentes puntos de vista (el de
cada estudiante).

3. Lainterrelaciéon beneficia el control propio de la tarea, el aporte y recibimiento de asistencia
mutua.

El autor citado sostiene que “para potenciar la creacién de ZDP mediante la interaccion
entre las y los estudiantes es preciso planificar de manera muy cuidadosa y precisa estas

interacciones” (p. 165). Ademas, que los docentes deben transcender del trabajo grupal como
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tradicionalmente se enfoca y en ese sentido tener en cuenta ciertos criterios para que la

actividad en grupo contenga procesos de interaccidon con cualidades de labor cooperativa.

Algunos criterios notables a considerar son:

1. Trazar el resultado al que los estudiantes deben llegar y especificar lo que se espera que
sean capaces de realizar al terminar la actividad en grupo.

2. Exhortar el acuerdo entre estudiantes sobre el qué, como, qué orden y qué materiales
utiliza en la actividad.

3. Conformar grupos mixtos y rotarlos con frecuencia a fin de que todos se conozcan vy
admitan diversas formas de trabajo y pensamiento.

4. Impulsar que cada estudiante asuma el compromiso con la actividad planteada, asi como
también con sus compafieros de trabajo, entendiendo que cada participante necesita
alcanzar la meta propuesta.

5. Evaluar grupal e individualmente la intervencién que cada estudiante aporte en el seno de
su grupo.

De acuerdo con lo anterior, aun cuando cada participante conlleva una carga de
compromiso para crear el escenario dptimo para la ZDP, es sobre el profesor que recae el
mayor grado de responsabilidad, por lo que debe autoevaluarse periédicamente sobre su
praxis. Debe hacer seguimiento del trabajo y vigilar que no se “cotidianicen” actuaciones que
comprometan el progreso en el aprendizaje de los jévenes bajo la perspectiva planteada.

En conclusion, “la introduccidn de la nocion de Zona de Desarrollo Proximo por Vygotsky
reubica el lugar de la ensefianza como un elemento que contribuye a expandir las posibilidades
de aprendizaje de las y los estudiantes” (Ob. Cit. p. 166). Sin embargo, la aplicacién de este
concepto debe superar la interpretacién de practicas tradicionales que destacan la
transferencia de destrezas del profesor al estudiante. En ese sentido, todo estudiante “puede
ser un(a) constructor(a) de su propio aprendizaje, siempre que cuente con la ayuda de un
mediador competente, quien tiene como una de sus tareas asegurar que la adquisicién vy la

transformacién de la informacién se haga de manera correcta” (Ob. Cit. p. 166).
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MOMENTO III

Ambito metodolégico

Naturaleza y Disefio de la Investigacion

En este capitulo se rinde cuenta del conjunto de herramientas metodoldgicas y las
estrategias seleccionadas para llevar a feliz término la busqueda de respuestas a las preguntas
formuladas y cumplir asi con los objetivos planteados. En consecuencia, se declara que
conceptualmente la investigacion esta enmarcada en el campo de la Educacion Matematica
como ambito cientifico, su drea es la didactica del algebra y su foco de estudio es el
pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de primer afio de bachillerato de la
Educacién Media General venezolana.

En virtud de la naturaleza del problema expuesto con sus correspondientes preguntas y
propdsitos se corresponde con una investigacion de tipo cualitativa basada en el paradigma
fenomenoldgico interpretativo, pues segin Rojas (2010):

Desde esta perspectiva, el papel de las ciencias sociales es comprender la

vida social a partir del analisis de los significados que el hombre imprime a sus

acciones. La descripcion y la explicacion de la conducta observable, foco de

interés del cientifico social ortodoxo, es sustituido por el entendimiento de la

accion humana. (p. 24)
En tal sentido, resulta natural desarrollar la indagacién bajo el enfoque cualitativo dado

gue su énfasis fue la comprension profunda de los actores que participaron en ella més que en

el establecimiento de relaciones de causa y efecto entre los fenémenos.
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En el abordaje cualitativo se asumieron los rasgos distintivos que, segun Corbeta
(2003), caracterizan una investigacion de este tipo:

1. Disefio de investigacion abierto e interactivo. Esto da cuenta, por un lado, de la
flexibilidad para asumir cambios en la ejecucidn sin que se generasen distorsiones, y por otro,
gue no se estd comprometido ni prejuiciado por teoria alguna con respecto al pensamiento
algebraico de los estudiantes de educacién media general. La teoria se fue construyendo en la
practica, surgid de la propia realidad observada; ademas, la relacidn con los sujetos estudiados
fue profundamente empadtica y de identificacién, esto es el investigador no fue un observador
extrano ni neutral frente a los estudiantes, por el contrario, en las distintas sesiones el autor de
esta investigacion buscé ganarse la confianza de los estudiantes, se tomaron en cuenta las
expectativas, necesidades, intereses asi como el estado animico de los participantes. Una
manera de lograrlo fue, por ejemplo, escuchando y respetando sus opiniones, tomando en
cuenta sus variadas dificultades y mostrando una actitud permanente de colaborador para
ayudar a superarlas.

2. No se tomaron en cuenta la estandarizacidon ni la representatividad para la
obtencion de las informaciones, en su lugar los casos se trataron heterogéneamente, en funcién
de la relevancia de las situaciones individuales, es decir los estudiantes no fueron organizados
con anterioridad a este trabajo, sino que la seleccién fue natural, cada estudiante se considerd
como un caso especifico y con particular interés para los propdsitos de esta investigacion.

3. El andlisis de los datos se realizd sobre los sujetos, estudiados con profundidad,
con el objetivo de comprenderlos, esto es importante ya que el estudiante no fue sustituido por
la definicién de un tipo de variable, cada uno de ellos posee un aspecto particular de
Pensamiento Algebraico y sobre la base de esta especificidad se realizo el estudio.

4, En la produccion de los resultados la generalizacion no ocupd un lugar
preferencial sino que se estuvo mas atento a la defensa de la especificidad de las distintas
situaciones sociales, esto significa que en este trabajo no se pretende crear una teoria sobre el
Pensamiento Algebraico de todos los estudiantes venezolanos, sino que se estuvo interesado

en estudiar este tipo de pensamiento con unas personas particulares y en un espacio temporal
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y fisico concreto; en consecuencia los aspectos tedricos generados tienen relevancia
directamente proporcional con la profundidad del andlisis y no tanto por la expansidn de éste.

Ademas, es de considerar que en este enfoque se estudia al sujeto asistiendo a la
subjetividad basada en fundamentos tedricos previamente establecidos, la idea de este
enfoque naturista es que todo aquello que se vaya aobservar se haga no como actores cuya
conducta deba medirse y generalizarse sino como aquellos productos que den informe,
expliquen, describan y reflejen su propia cultura (Pérez, 1994).

Otro de los pilares del enfoque cualitativo es que, en primera instancia, la teoria debe
construirse en la practica y asi mismo en la praxis dado a que toda construccidon que hace el
sujeto por medio de la interaccidn con los demds es un elemento principal para la construccion
de teorias; este pilar se acenttda fundamentalmente en la comprensién de las creencias, valores
y reflexiones que se dan en el medio mas no en el sujeto propio. Otro fundamento refiere a que
la comprensién de la realidad es un acto natural del investigador, teniendo en cuenta que el
conocimiento es un producto de la actividad humana prevalece la idea del interaccionismo
mutuo. En palabras de Lincoln y Guba (1994) el investigador tiene un rol de participante y
facilitador de aquellas relaciones establecidas por el sujeto, teniendo en cuenta que las
construcciones estan sujetas a constantes revisiones y analisis, haciendo cambios y mas aln
cuando se contraponen a los contextos. En otras palabras, el propio investigador es un
instrumento de la investigacion.

La idea es que, por medio del proceso investigativo, se generen acciones conscientes
gue vayan en pro de mejorar y transformar las practicas educativas, en particular, la ensefianza
del algebra escolar; esto se logra a partir del modelo investigacién accién, el cual busca
intervenciones en las formas de actuar y pensar de cada sujeto a estudiar, en este sentido
Elliott (2000) afirma que este modelo de investigacién conlleva un proceso de cambio
ocasionado por la identificacidon de situaciones problematicas, imaginar todas aquellas posibles
soluciones, planificar estrategias, y ponerlas en marcha para la mejora.

Por otra parte, dado el interés en indagar en el pensamiento, la investigacion se ubica

en la perspectiva fenomenoldgica interpretativa, razén por la cual se consideraron las

56



experiencias y las distintas interpretaciones de las vivencias por parte de los participantes en
cada una de las sesiones.

Desde el punto de vista de la unidad de analisis, entendida ésta como el objeto social al
gue se refiere la propiedad estudiada (Corbeta, 2003), en este caso el Pensamiento algebraico,
este trabajo se corresponde con un estudio de caso puesto que estas unidades son
consideradas todas simultdneamente en un mismo lugar y en un mismo momento: un aula de

clase de Matematica.

Escenario de Investigacion

El estudio se realizd durante el afio escolar 2021-2022 en la Unidad Educativa Nacional
‘Daniel Mendoza’ ubicada en la comunidad ‘Las Flores’ en San Mateo, Municipio Bolivar, Estado
Aragua. En este plantel hacen vida escolar alrededor de 240 jovenes de ambos sexos, cuyas
edades se encuentran entre 12 y 17 afios, divididos en 10 secciones con un promedio de 24
estudiantes cada una. El total de profesores de la institucién suma 12, de los cuales sélo el

investigador es el encargado del drea de Matematica.
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Grdfico 2. Imagen satelital comunidad “Las Flores”/ U.E.N. “Daniel Mendoza”. (Tomado de
Google Maps)

En la imagen se observa el territorio que abarca la comunidad Las Flores, que a su vez se
divide en los sectores; Negra Matea, La Capilla, La Colina y Callején Las Cumbres. Las Flores es
una comunidad pequefa que cuenta con ambulatorio rural, cancha deportivas, abastos de

inversién privada, ferreteria de inversién privada, puesto de la Guardia Nacional Bolivariana Km
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42 de la Autopista Regional del Centro (ARC), una escuela primaria U.E.E. Carmelina Bejarano, la

cual provee al liceo de estudiantes de ler afio, segun la zonificacion. En el grafico 1 el plantel

estd senalado a través del cuadro de color blanco.

El Liceo cuenta con 2 edificaciones las cuales tienen 12 aulas, 3 laboratorios (Fisica,
Quimica y Biologia), actualmente fuera de servicios motivado al deterioro, dos bafos para los
estudiantes, 3 bafos para el personal docente, obrero y administrativo, una biblioteca, un aula
interactiva y un Centro Bolivariano de Informatica y Telematica (CBIT), ambas fuera de servicio,
un taller para electricidad, ademas de oficinas administrativas, sub-direcciones y direccién.
Fuera de las edificaciones se sitian la cancha deportiva, la cantina y dos aulas, estas ultimas sin

uso actualmente por falta de mesas y sillas.

Sujetos de la investigacion

Caracteristicas generales de los sujetos: Los sujetos elegidos para realizar la
investigacion fueron en total 20 alumnos cursantes del de primer afio de educacién Media
General, con edades comprendidas entre los 12 y 13 afios. La seleccidon de estos sujetos fue
intencional, atendiendo al nivel educativo que cursaban los estudiantes y su disponibilidad para
participar en esta investigaciéon. No identificamos en los mismos ninguna caracteristica
particular resefable que pudiera sesgar los resultados de la investigacion.

Conocimientos previos de los sujetos: En general, los sujetos no habian trabajado tareas
especificas escolares sobre patrones. En cuanto al uso de sistemas de representacion, con
excepcion del algebraico, los alumnos si acostumbran a trabajar con los sistemas de

representacion: verbal, numérico, pictérico y tabular. En el caso del sistema de representacion
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tabular, hasta el momento no se habia dado demasiada importancia a las tablas en la
asignatura de matematicas. Las tablas trabajadas habian sido muy simples, si bien la
perspectiva de elaborarlas por si mismos, sin ningln tipo de indicacién, era una experiencia

novedosa para el alumnado.

Técnicas de Recoleccion de los Datos

Para obtener la informacidn requerida a los fines de la investigacién, se utilizaron las
siguientes técnicas:

1. La observacion, la cual se llevd a cabo durante las sesiones de los Talleres, de manera
participante, cuando se orientaba a los estudiantes en la realizacién de las actividades
planificadas para cada encuentro, tales como la resolucidon de las Tareas y las intervenciones
argumentativas. Y de manera no participante, mediante las grabaciones en audio y video de las
sesiones y el registro de incidentes por parte del docente-investigador en su cuaderno de notas
rastreando los acontecimientos de los Talleres considerados significativos a la luz de los
objetivos del estudio.

2. La entrevista, semi estructurada individual y colectiva con los estudiantes, realizada
tomando en cuenta sus elaboraciones a fin de promover la metacognicion reflexiva sobre su
proceso de aprendizaje.

Con respecto a la observacién, es el representante natural en la investigacion
cualitativa, es a través de ella que el investigador trata de ver, supervisar, percibir, resguardar
las actuaciones, expresiones y movilizaciones de los sujetos durante las actividades. Este
término conlleva variadas nociones, para Rojas (2010) “En el campo investigativo, la
observacion se entiende como un proceso deliberado, sistematico, dirigido a obtener
informaciones en forma directa del contexto donde tienen lugar las acciones” (p.73).

Mientras que la entrevista es una técnica que permite recabar informacion detallada
gue el informante comparte oralmente con el entrevistador, de las perspectivas y experiencias
propias (Colas, 1998; Fontana y Frey, 2005), la cual es definida como una técnica cualitativa de

investigacion.
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La entrevista se considera en la perspectiva de Piaget (1926) como un método clinico
critico. Este es empleado para intentar comprender el pensamiento del nifio y, asi mismo, para
indagar sobre las justificaciones que da cuando se le pregunta algo, es decir, sobre la evolucién
de su razonamiento y sobre su forma de pensar, mediante preguntas como: ¢Cémo construye
el sujeto sus representaciones de la realidad?, ¢cdmo organiza mentalmente la realidad?

El analisis de lo anterior se puede hacer por medio de situaciones experimentales v,
también,por medio del didlogo entre el nifio y el experimentador (Piaget, 1926). El propdsito de
dicho didlogo no es conseguir una respuesta sino, al contrario, propiciar didlogos libres con el
estudiante, de modo que se puedan descubrir las tendencias espontaneas.

Para realizar las entrevistas, se considerd importante tomar en cuenta la siguiente
caracteristica (Taylor y Bodgan, 1996): los intereses de la entrevista deben ser claros y estar
bien definidos. Dicha entrevista, consistié en una conversacién natural con los estudiantes
entrevistados y el investigador; siendo necesario mantener una platica animada pero de
manera responsable, con el propdsito que la misma no se desvie del objetivo a alcanzar.

También, se consideraron las funciones que debe desempefiar el entrevistador
propuestas por Ruiz (1999):

1. Explicar el motivo de la entrevista, objetivo a perseguir.
2. Formular preguntas, sin esperar un esquema fijo de las respuestas.
3. Controlar la entrevista en funcion del ritmo de las respuestas.
4. No llevar un orden especifico de las preguntas, alternar entre una y otra, se puede usar
un guion para no dejar por fuera alguna de gran interés para la investigacion.
5. Permitir de ser conveniente interrupciones e intervenciones de terceros.
6. Explicar cuando amerite o sea pedido por el informante el fin de la pregunta.
7. Puede ser improvisado el contenido y la forma de hacer la pregunta.
8. No evaluar las respuestas, se debe adoptar el estilo de “oyente interesado”.
En sintesis, la informacion recabada se obtuvo mediante diversas fuentes de informacion:
1. Estudiantes. Considerados de forma individual y colectiva generaron informacion a

partir de: (a) Cada una de las tareas propuestas, (b) las entrevistas realizadas en las cuales
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evidenciaron la exteriorizacion de sus representaciones mentales, mediante la expresion
escrita, pictérica y gréfica.

2. Docente. Quien generd informacion en torno a la dinamica de la clase, haciendo
anotaciones acerca de los incidentes que tuvieron mas relevancia para la toma de decisiones en

cuanto a cambios en la planificacidn, ejecucién y su incidencia en la investigacion.

El proceso de recoleccién de la informacidn en el aula

El proceso para recolectar los datos en el aula se realizd en tres fases principales: en la
primera fase el profesor investigador, en una sesién de clase, le solicitdé a los estudiantes que
realizaran de manera individual la(s) tarea(s) disefiada(s) por el investigador. En la segunda fase,
el docente conformd grupos de 5 personas maximo para que compartiesen sus desarrollos y
estrategias utilizadas para llegar a acuerdos de solucidn en el grupo llegando aun solo consenso
gue quedd registrado en una copia de la respectiva tarea (para este caso, se registraron algunas
observaciones, comentarios y aspectos importantes en las notas del investigador). Y, en la
ultima fase, las tareas son socializadas a todo el grupo. En esta ultima fase, se realizaron las
entrevistas no estructuradas en donde el profesor investigador pidi6 a cada uno de los
representantes de los grupos que mencionaran las estrategias de solucién y opiniones acerca
de los procesos realizados dentro de sus grupos. Cabe mencionar que el profesor investigador
en algunos momentos de la entrevista incorporé algunas insinuaciones o interpretaciones
propias para poder complementar el proceso de indagacion.

Para el desarrollo de la entrevista se tuvo en cuenta que los representantes de cada uno
de los grupos cumplieran al maximo los objetivos de cada item de la(s) tarea(s) propuestas.
Ahora bien, los criterios de seleccidon de los representantes fueron: que utilizaran al menos dos
representaciones en diferentes registros semidticos con los que se aproximan a la respuesta
esperada desde la tarea individual y, por otro lado, se encuentran relaciones directas entre el

producto de la tarea grupal y la produccién propia.
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Instrumentos de Recoleccion de Datos

Los instrumentos de recoleccién de datos que se implementaron fueron; grabadora de
audio, teléfono inteligente (a fin de capturar videos e imagenes), hojas de respuestas a las

Tareas, y las notas de campo, por parte del investigador.

Analisis de los Datos

Con la finalidad de dar respuesta a las interrogantes del estudio, se buscd captar
procesos de objetivacién. Como se menciond anteriormente, objetivacidn es el proceso a través
del cual los estudiantes se familiarizan gradualmente con significados culturales y formas de
razonamiento y accién.

En ese sentido, se inicié el analisis de los datos con una transcripcion para seleccionar
fragmentos de interés, estos dieron cuenta a partes en las cuales hay evidencia de aprendizaje.
Luego, le siguid un andlisis interpretativo de la transcripcidn en tres pasos:

1. Todas las partes se trataron por igual sin prestar atencién al contexto, la
intencion, etc.

2. Se examind bajo los principios tedricos y las preguntas de investigacion.

3. Los fragmentos de interés se colocaron en categorias analiticas conceptuales
emergentes (tipos de gestos, produccion de simbolos, comprensién de simbolos) y luego se
contextualizan.

En resumen, la informacién medular del trabajo fue obtenida a partir del andlisis de las
actividades que se desarrollaron en las que se disefiaron hojas de trabajo (fichas de actividades)
gue contienen problemas de reconocimiento de patrones, del tipo configuraciones puntuales y
secuencias.

Para el andlisis de los datos, se tuvieron en cuenta dos aspectos importantes
mencionados anteriormente:

1. Uno en donde se detallan las producciones individuales con respecto al objetivo

planteado para cada item; cabe aclarar que es una caracterizacion cualitativa, donde se ponen
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en juego algunas observaciones que se tienen en cuenta para enfatizar al momento del trabajo
en grupo o que quizas tienen una relacién estrecha con la teoria.

2. En el segundo momento se analizaron las producciones construidas en grupo
(anteriormente se indicé la dindmica del trabajo en grupo), que fueron apoyadas por una
entrevista a los representantes de cada uno de estos.

En el siguiente cuadro se muestran las etapas para el andlisis de la informacién que

sostiene la investigacion:

Cuadro 3
Etapas para el andlisis de la informacion
Reflexion
ary
concluir

Analizar ~ategorizar

De acuerdo con el anterior cuadro, puede decirse que el proceso de andlisis de la
informacién se desarrollé6 en seis etapas: (1) En primer lugar y teniendo en cuenta las
producciones de los estudiantes junto con las entrevistas y las interacciones en el aula se
evidenciaron y particularizaron las formas como los estudiantes abordaron las tareas
propuestas, es decir se identificaron en las producciones la informaciéon importante que
aportara a la investigacion; (2) En segundo lugar, se seleccionaron las producciones tanto
individuales como grupales para, de acuerdo con los aspectos tedricos mencionados
anteriormente (3) analizar y (4) categorizar y de esta manera describir mas detalladamente los
aspectos relevantes como la identificaciéon de patrones, las representaciones utilizadas vy las
transformaciones a las que llegan los estudiantes.

Finalmente, teniendo en cuenta la prdactica docente y el anilisis de la informacidn, se

realizd una (5) reflexidon respecto a la importancia que tiene abordar el pensamiento algebraico
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en elaula y las estrategias utilizadas en la investigacion, para llegar a (6) conclusiones que
enriquezcan las futuras practicas docentes y acciones de los estudiantes que potencien el

pensamiento algebraico.
Momentos generales de la Investigacion

A continuacién, se pueden observar los ciclos que propone Kemmis (1989) para
desarrollar una investigacion accidn ciclica, cada uno de los ciclos esta conformado por
momentos, propiciando en el momento de la reflexion pensar qué tanconveniente es continuar
con el proceso investigativo. En el caso de este estudio, cada ciclo es una de las tareas
aplicadas. La toma de decisiones para pasar a la siguiente tarea o haceruna modificacién a la
actual depende necesariamente del cumplimiento de cada uno de los momentos por ciclos;
cabe aclarar que estos ciclos son mostrados en espiral debido a que hay dos posibilidades al
terminar cada ciclo (tarea): se revisa cada uno de los planes aplicados o se replantea el plan

para comenzar un nuevo ciclo.

Cuadro 4
Ciclos de la investigacidn accion planteados por Kemmis (1989)

Reflexionar 7 Planificar
Observar —— // Actiar

- cIcLo 2

Q Revisar ¢l plan
Replantear el ptan

% f (Comenzar nuevo ciclo)

<

En consonancia con lo anterior, los siguientes son los momentos en los cuales se

desarrollé la presente investigacion:
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Cuadro 5
Ciclos de la investigacion desarrollada

Planificacion

Adaptar y disefiar el conjunto de tareas que
vayan de la mano con los contextos reales del
estudiante. Para disefiar cada tarea se tiene en
cuenta la aplicacion de la tarea anterior, las
producciones e interacciones de los
estudiantes con sus pares y con el docente y el
alcance del objetivo de cada tarea. Las tareas
propuestas, en sumayoria, estdn encaminadas
a identificar la generalidad de patrones, cada
tarea busca centrar el objeto matematico en
una situacion o contexto en donde el
estudiante pueda tomar herramientas
matematicas suficientes para relacionar lo
aprendido en otras situaciones, con la
situacion propuesta en cada tarea; ademas
cada tarea busca que el estudiante indague,
domine o produzca todo tipo de elementos
matemadticos (operaciones, graficos, entre
otros) y haga una representacién de ellos; son
tareas que motivan y generan al estudiante
interés e inquietudes que son faciles de
acceder.

Accion

Implementacién y aplicacién de cada una de
las tareas, haciendo un acompanamiento a los
estudiantes de manera tal que se recoja la
mayor cantidad de informacién posible.
Durante la implementacion de las tareas se
evidencia la importancia de un acercamiento a
cada tarea de manera individual, de esta
manera los estudiantes buscan diferentes
estrategias y utilizan diferentes estrategias
para enfrentarse a cada tarea y poder
encontrar la generalizacion del patréon en la
tarea planteada. Luego de ello, los estudiantes
se reunen en grupos en donde ponen en
comun las estrategias utilizadas de forma
individual, en este momento se pide a los
estudiantesque discutan cual es la generalidad
del patrén, cuadl de las representaciones
propuestas individualmente es la mas
adecuada y que lleguen a un acuerdo de grupo
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Cuadro 5 (cont.).

El docente guia la interaccion en el aula y esta en
accion dentro del aula siendo participativo del
proceso de ensefianzay aprendizaje, hace una
negociacién explicita,discusiones y evalua el
proceso constructivo de aprendizaje por medio de
preguntas orientadoras

Observacion

El proceso para la recoleccion de Ia
informacidén esta enfocado en la produccién de
los estudiantes, registrada en las tareas
asignadas en donde hay un momento de
produccién libre que permiten a cada uno de
los estudiantes explore y se enfrente a los
posibles caminos de solucién; otro momento
debe ser una validaciénde estas producciones
en pequenos grupos para que puedan aceptar
y discutir sobre lo realizado por cada uno de
ellos para llegar a un consenso de grupo en
donde se identifica la forma adecuada de
representar la generalidad del patrén en la
tarea propuesta, en este momento es
importante realizar entrevista para
capitalizar  las  producciones que los
estudiantes construyeron de forma individual y
grupal, ya que la entrevista, como lo senala
Goldin (2000, p.520);

Hace posible poner el foco de interés de Ia
investigacion mas directamente en los
procesos del sujeto al enfrentar la tarea
matematica, mas que sélo en los patrones de
las respuestas correctas o incorrectas que ellos
producen, por lo tanto, hay la posibilidad de
ahondar en una variedad de tdpicos
importantes conmas profundidad de la que es
posible por otros medios experimentales.

Se analiza cada una de las producciones de los
estudiantes y de los grupos, las transcripciones
de los diarios de campo, las grabaciones de
audio y video, de esta manera se logran
evidenciar el cumplimiento de los objetivos de
cada tarea para replantear o modificar la tarea
siguiente y determinar la continuidad del
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Cuadro 5 (cont.).

proceso de indagacion o la modificacion en los
procesos de planeacion y asi poder seleccionar
los datos que puedan ayudar o contribuir con
el desarrollo de la investigacidn. Para este
momento, se reflexiona (todos los estudiantes)
Reflexidn sobre las estrategias de solucién que presenta
cada grupo de trabajo. Freudenthal (1983)
menciona que aprender matemadticas es una
actividad social y dindmica, por esta razén
conlleva consigo misma a hacer una
introspeccién tanto de la labor docente, de la
labor del estudiante(elaboraciones hechas) y
por supuesto del objeto investigativo

Procedimiento general

Revision documental

Para obtener informacién relacionada con el asunto de interés se recurrié a la busqueda
a través de distintas fuentes, impresas (articulos, libros y trabajos de investigacion de maestria
y tesis doctorales) y electrdnicas (articulos, revistas y libros en linea), de autores de referencia
venezolanos y extranjeros. También se considerd la produccion cientifica de algunos eventos de
divulgacién propios de la Educacién Matematica tales como, RELME, CIBEM, ICME, CIAEM y
COVEM.

Conformacion de Grupo Estable

En esta institucién, siguiendo los lineamientos del MPPE, se tenian que formar grupos
estables (grupos para el trabajo extra catedra) fuera de los horarios de clase de los estudiantes,
por eso a la mayoria de los docentes le dieron horas por programar, es decir horas libres, pero
gue estaban dentro de su carga horaria. En estas horas podia realizar cualquier labor de tipo
extra catedra, las cuales podian desarrollarlas en cualquier hora y de mutuo acuerdo con los

estudiantes para formar su Grupo Estable. Ningun estudiante estaba obligado a pertenecer a un
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grupo en especifico, ellos decidian a qué grupo pertenecer. Esta circunstancia institucional, fue
el contexto que favorecio la conformacion del Grupo Estable que denominamos Matemdticas
para el Reconocimiento de Patrones. Nos dieron una semana para hacer las inscripciones; en
ese lapso, muy cordialmente sugeria a mis estudiantes inscribirse en mi Grupo, motivandolos,
diciéndole los beneficios que iban adquirir al participar en él. El Unico requisito era:
responsabilidad y disposicion a trabajar en la investigaciéon. En mi lista final obtuve veinte
estudiantes.

En reunidén con los padres se les informé detalladamente del Proyecto investigativo,
indicdndoles su naturaleza estrictamente académica y sin fines de lucro. También, se les
informé la necesidad de efectuar videos y grabaciones de audio de cada una de las sesiones y

de las entrevistas, y se les pidié su autorizacién por escrito para el uso de tales imagenes.

Diseno y justificacion de tareas

El estudio se llevd a cabo mediante el desarrollo de un Taller en el cual se aplicaron
cinco tareas cada una con un objetivo particular, se ha pensado en una aplicacién lineal ya que
por medio de estas se puede determinar:

1. Las representaciones hechas y sus respectivas transformaciones en |la
generalizacidnde patrones.

2. Relacionar el sentido de la indeterminancia, el sentido operatorio y la

designacién simbdlica con los procesos de generalizacidn.

Cuadro 6
Objetivos de las tareas propuestas
Tarea Objetivo
0] Identificar como los estudiantes encuentran la generalizaciéon de

un patrony como las representan.
1 Describir el uso que los estudiantes le dan a la letra al momento
de encontrarla generalidad de un patrén y su forma de operarla

2 Evidenciar los procesos de generalizacién, sin inducir el uso de la
letra.

3 Describir las maneras como los estudiantes encuentran vy
representan la generalidad de un patrén por medio de la
relacion entre cantidades
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Cuadro 6 (cont.).

4 Describir las maneras como los estudiantes encuentran y
representan lageneralidad de un patrén desde lo concreto a
lo abstracto.

5 Describir las maneras como los estudiantes representan y
relacionan la generalidad del patrén planteada en esta tarea
con la obtenida en la tarea anterior.

El esquema anterior presenta los objetivos por cada una de las tareas aplicadas, asi
como el orden en que fueron desarrolladas; mas adelante se ponen en evidencia los criterios
por los cuales se decide pasar a la siguiente tarea y las dificultades que tuvieron cada una de

ellas.
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MOMENTO IV

Discusiondela informacion y hallazgos

Linea del tiempo

La linea del tiempo se constituye en una herramienta analitica cuya eficacia ha sido

probada en las investigaciones de Gonzalez (1998) y Gonzalez (2015). Es una reconstruccion

retrospectiva que hace el docente-investigador de lo acontecido en los Talleres a partir del

inventario de sus observaciones y anotaciones registradas en su cuaderno de notas. Como

resultado de esta reconstruccion subjetiva se presentan en el cuadro 6 los aspectos mas

resaltantes, para el investigador, ocurridos durante cada una de las doce sesiones de los

Talleres.

Cuadro 7

Esquema reconstructivo de lo acontecido en el Taller

Sesion N°

Acciones desplegadas en el aula

El Docente:

-Organiza los estudiantes en el aula.

-Saluda y busca crear un ambiente de trabajo confortable

-Da la explicacién general del proyecto que se va a llevar a cabo

-Explicita el propdsito de las tareas que se van a desarrollar, haciendo énfasis en
la importancia que tiene el trabajo de cada estudiante y de la sensatez que
tengan al momento de responder cada una de las tareas ya sea en grupo o
individualmente

-Muestra el Programa oficial del Taller.

-Comenta el contenido, y desarrolla ejemplos.

-Plantea algunas estrategias de resolucién de problemas basadas en Polya en
consonancia con los problemas de reconocimiento de patrones y generalizacion
-Plantea unos ejercicios de reconocimiento de patrones junto con algunas
estrategias viables segun el anterior parrafo

-Resuelve algunos problemas

Los estudiantes:

-Prestan atencion a la exposicién docente

-Algunos interrumpen el discurso para preguntar y comentar
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Cuadro 7 (cont.).

2
(Indagacién)

El docente:

-Saluda y comenta lo realizado en la sesién anterior.

-Organiza los estudiantes para realizar el trabajo individual

-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 0

-Le pide que resuelvan la tarea planteada de manera tal que utilicen lo que
recuerdan o lo que han aprendido en las clases de matematicas

-Insiste que esta y las siguientes tareas a desarrollar no tienen respuestas
malas, todas las producciones son validas y se discutiran en la préxima sesién
para entender lo que el otro compaiiero del Taller quiso hacer, asi como
interpretar los procesos y las estrategias usadas.

Los estudiantes:

-Responden la tarea 0

El docente:

-Saluda y da la bienvenida a los estudiantes

-Pide a los estudiantes que se organicen para iniciar con la actividad.

-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 1.

-El docente investigador observa cémo los estudiantes proceden para
solucionar esta tarea y los incita a que echen mano de sus conocimientos
previos y de las habilidades que han venido desarrollando a lo largo de su vida
escolar.

Los estudiantes:

-Se ubican por filas para solucionar de forma individual, durante una sesién de
una hora de clase la tarea propuesta.

4
(Exposicion
Y
Entrevista)

Los estudiantes:

-Se reunen en grupos de cuatro y cinco personas sin alguna condicién previa
-Exponen libremente la solucién (en cada grupo) a la que llegaron en la Tarea 1
y los procesos que realizaron. En este primer momento de trabajo en equipo,
cada estudiante tiene una funcién en la dindmica del grupo, para propiciar que
todos escuchen las soluciones de sus comparieros

-Después de discutir sobre sus soluciones deben llegar a una respuesta de grupo
gue a su vez deben registrar en una nueva hoja.

-Llevan a cada grupo los razonamientos que les sirven de argumentos al
momento de exponer sus producciones (En este momento toma importancia el
trabajo individual).

- Durante el proceso de discusién en los grupos sus integrantes se apropian de
sus funciones, escuchan a sus compafieros y cuando no entienden la postura de
alguno piden una explicacién diferente para poder entender o aclarar las dudas
que tienen.

-Los integrantes del grupo que logran comprender el procedimiento de otro,
ayudan a explicar para que todos tengan claro el proceso de cada miembro del
grupo.

-Deben llegar a un consenso, por grupo, acerca de la solucién del problema.

El docente:
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Cuadro 7 (cont.).

-Selecciona un representante por cada grupo

-Después de analizar y comparar las soluciones que los estudiantes dieron, de
forma individual y grupal de la primera tarea, realiza una entrevista no
estructurada con un grupo de estudiantes conformado por el representante cada
grupo.

-Durante la entrevista los estudiantes reconocen que pueden proceder de forma
diferente y escribir de forma diferente, esto no determina si estd bien o mal
porque en la mayoria de los casos conducen a la misma solucién.

-Para hacer el cierre de la actividad se hace una puesta en comun y se escuchan
las opiniones de todos los estudiantes dandole prioridad a los que se les dificultd
la tarea, para que, con la ayuda de todo el grupo aclaren sus dudas o superen las
dificultades.

El docente:

-Inicia la sesién de clase, saluda a los estudiantes y les pide que se organicen
individualmente.

-Teniendo en cuenta la aplicacidn de la tarea uno, en donde se induce el uso de la
letra de manera forzada, toma la decision de plantear una tarea en la que los

5 estudiantes puedan usar la letra de forma natural, pero que al igual que en la
tarea anterior, tengan que encontrar la generalidad de una secuencia.
-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 2, y les pide que encuentren
soluciones a la tarea planteada.
Los estudiantes
-En esta oportunidad se esfuerzan por hacer sus respuestas claras, por construir
argumentos mas sélidos.
El docente:
-Toma la decisién de mantener los mismos grupos de trabajo.
Los estudiantes:
-Se relinen segun los grupos ya conformados y se da un tiempo para que
socialicen y traten de llegar a un acuerdo en la solucién de cada item de la tarea
propuesta.

6 -Los integrantes de los diferentes grupos realizan sus discusiones con mas

(Exposicion | argumentos que en la tarea uno.
y -Si alguno de los integrantes estaba errado en sus argumentos, sus compafieros

Entrevista)

lo hacian caer en el error por medio de diferentes ejemplos.

-En esta tarea se realiza una entrevista a los integrantes de cada grupo, teniendo
en cuenta las producciones individuales comparandolas con las respuestas del
grupo.

-Por ultimo, se reagrupan los estudiantes de acuerdo con sus producciones
individuales, se hace un andlisis sobre las formas como los estudiantes
solucionaron la tarea, las formas como encontraron la generalidad y como la
representaron, ademas de las estrategias que utilizaron

-En estos nuevos grupos los estudiantes reconocen las similitudes y diferencias
en las respuestas de cada uno de los items de la tarea
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Cuadro 7 (cont.).

-Los estudiantes realizan una exposiciéon explicando cémo procedieron para
solucionar el ultimo punto de la tarea y las similitudes que encontraron en ese
proceso

-Al final de la exposicidn se cuestiona a los estudiantes si les parece que alguna
de las exposiciones no llegaba al resultado de la tarea propuesta

-Los estudiantes en general reconocieron que incluso dentro de cada grupo a
pesar que los procesos eran muy parecidos, las formas de representar los
procesos u operaciones utilizados para llegar a lo solucién no eran iguales, aun
cuando si eran validos para llegar a la solucién

El docente:

-Teniendo en cuenta la aplicacién de las dos tareas anteriores se toma la decision
de no hacer una guia para la aplicacion de esta tarea, las instrucciones de la tarea
estarian escritas y proyectadas para todos los estudiantes y de forma verbal
explicando el proceso para encontrar cada marca de acuerdo con el nimero de
dobleces que hacen.

-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 3

-Entrega a cada estudiante dos tiras de papel de diferente tamafio.

Los estudiantes:

-Para el trabajo individual de esta tarea los estudiantes se organizan en grupos de
manera tal que puedan ver las instrucciones escritas y tener contacto visual con
el docente-investigador para que puedan seguir las instrucciones de la tarea.
-Siguen las instrucciones de la tarea

-Las intervenciones de los estudiantes quedan registradas en un video que se
tiene en cuenta para realizar la intervencién en el trabajo de grupos.

-No registraron los procesos o las respuestas de la tarea propuesta, lo que llevé a
la decision de realizar una guia para el trabajo en grupo.

8
(Exposiciéon
y
Entrevista

Los estudiantes:

-Se organizan para hacer una puesta en comun de lo que hicieron de forma
individual.

-Algunos olvidaron como habian procedido. Como se habian organizado por
grupos a todos los estudiantes, los demds estudiantes del grupo ayudaron a
reconstruir los procesos realizados para dar solucién a cada respuesta, asi, van
registrando la produccidn grupal.

El docente:

- Para la aplicacién de la tarea cuatro se toma en cuenta lo realizado en la sesion
pasada, se retoma el trabajo individual utilizando un instrumento en el que
registren los procesos para dar solucidn a la tarea, esta decisidon se toma debido a
gue los estudiantes al momento de exponer cdmo procedieron en la tarea
anterior tuvieron que reprocesar porque no recordaban todos los procesos
realizados.

-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 4

-Tiene la misma funcion que en las tareas anteriores, observando las
producciones realizadas por los estudiantes, en el momento que observa
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Cuadro 7 (cont.).

algo que no es claro cuestiona al estudiante para dejar claro lo que este
quiere responder, ademas toma nota de las observaciones realizadas.

Los estudiantes:

-Se organizan individualmente de forma que puedan responder la tarea 4
propuesta.

10
(Exposicion
y Entrevista

El docente:

- Efectué una modificacién al instrumento individual, para que los
estudiantes representasen la situacién en el grupo, dando los saludos entre
los integrantes (estrechandose las manos y verificando lo realizado de
forma individual), y no solamente imaginando la situacién

Los estudiantes:

-Se organizan y regulan la intervencion y accién de cada uno

-Algunos van registrando lo que en grupo van discutiendo y concluyendo
con este insumo y las producciones finales

-Realizan procesos para llegar a la solucion.

Fue importante la socializacion pues asi vivenciaron e hicieron real la
situacién de tal forma que pudieron encontrar un proceso mas elaborado
para llegar a la solucién de la tarea.

11

El docente:

-De la misma forma que las tareas anteriores, realiza la aplicacién de la
tarea de forma individual.

-Plantea la tarea teniendo en cuenta la tarea anterior (los procesos
realizados y las producciones entregadas, individuales y grupales).

-Entrega a los estudiantes el Instrumento: Tarea 5.

Los estudiantes:

-Deben encontrar la generalidad de la secuencia de figuras, de la misma
manera que lo hicieron en las tareas anteriores, lo diferente e importante
de esta tarea es que deben relacionar la generalidad obtenida con la
generalidad obtenida en la tarea anterior, comparando tanto las
situaciones como los procesos y las representaciones realizadas.

1. En este momento el uso del video es de suma importancia ya que los
estudiantes verbalizan procesos que no quedan registrados en el
instrumento. 2. Las dindmicas en el aula se van regulando

12
(Exposiciéon
y Entrevista

El docente:

-Organizar en sus respectivos grupos. La organizacién es la misma que en
las tareas anteriores, ya que como se mencioné antes, cada estudiante
tiene un rol especifico y que cada uno se apropio de su papel dentro del
grupo vy las interacciones fluyen de forma constructiva en cada grupo.

Los estudiantes:

-Hace una puesta en comuUn de la tarea 5 y reflexionan sobre las dos
ultimas tareas, principalmente; luego sobre las demas tareas, escuchando
las diferentes posturas de los estudiantes y entendiendo la diferencia, no
como error, sino como formas diferentes de llegar a una misma solucién.
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Fase instruccional

Dados los resultados de la Tarea 0 de indagacion se decidié desarrollar un Taller que
sirviera de sustento a los estudiantes para la realizacion con mas eficacia de las tareas de
reconocimiento de patrones, y en consecuencia se continuara con los objetivos planteados en
la indagacién. Para ello, se hizo una adaptacion del Programa que proponen Gonzdlez y
Gonzalez (2013) ajustandolo en varias de sus partes, el resultado definitivo puede verse en el
anexo 1. Para diferenciarla contextualmente de la fase empirica la denominamos fase

instruccional. A continuacion exponemos los detalles de su desarrollo.

Taller: la letra como numero general

En esta investigacién se considerd que en un primer acercamiento al dlgebra es
importante que los estudiantes lleguen a aceptar el uso de las letras simbdlicas como
elementos esenciales del lenguaje matemadtico. Para lograrlo, se consideré conveniente
empezar con actividades que requerian el reconocimiento de patrones y la deduccién de las
reglas que los rigen. Para ello, es indispensable, por un lado ayudar a los alumnos a que
observen lo que se repite o lo que tienen en comun todos los elementos de una secuencia, sea
ésta numérica o figurativa; por el otro, que los alumnos logren hacer explicita la regla, primero
de manera verbal y posteriormente por escrito.

La primera actividad que se planted al grupo fue la siguiente:

1. Dada la secuencia de numeros: 1, 3,5, 7, 9,...

2 ¢Qué pueden decir acerca de esta secuencia? (G1)

3 ¢Cémo se obtiene el segundo numero de la secuencia a partir del primero? (G1)
4. ¢Cémo se obtiene el tercer numero de la secuencia a partir del segundo? (G1)

5 La operacién que se debe realizar para pasar de un numero al que le sigue, ées

siempre la misma o cambia? (G1)
6. éPodrian escribir con palabras qué es lo que se hace para pasar de un nimero al

siguiente?
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Este tipo de preguntas tiene el propdsito de enfocar la atencién de los alumnos en la
regularidad (G1) y ayudarlos a deducir la regla (G3) que rige el patrén. Al trabajar con los
alumnos, se pudo observar que, en general, no tuvieron dificultades para trabajar con este tipo
de patrones numéricos. Reconocieron la regularidad y pudieron deducir la regla general; sin
embargo, tuvieron mas dificultades para expresarse en forma oral que en forma escrita, y
recurrieron a ejemplos particulares para dar sus explicaciones.

Ante la pregunta: “éQué pueden decir acerca de esta secuencia?”, la respuesta que
dieron algunos nifios fue: va de dos en dos, lo que indica la percepcién de la regularidad.
Cuando se les preguntd: “éCémo se obtiene el segundo nimero de la secuencia a partir del
primero?”, varios alumnos inmediatamente respondieron: “se suma”, sin poder precisar mas. Al
pedirles que trataran de escribir la regla para pasar de un niumero de la secuencia al siguiente,
hubo quienes usaron una combinacion de simbolos matematicos y palabras, y escribieron, por
ejemplo: “sumamos 2 al numero que ya teniamos”. No obstante que los alumnos lograron
percibir y reconocer los elementos principales del patrén (que suma 2 a un numero de la
secuencia para obtener el siguiente), aun no podian simbolizar la regla.

Hay que sefialar también que, si bien no estaban acostumbrados a esta forma de
trabajo, en la que se solicitaba su participacion activa y de colaboracién, los alumnos
rapidamente se adaptaron a ella mostrando mucho entusiasmo.

Después de algunas actividades similares a la anterior, en la que se empleaban la suma
o la multiplicacién para generar los términos de una secuencia, se pidié a los estudiantes que
inventaran algunas secuencias de niumeros. Entre las que generaron estaban las siguientes:

1. 4,8,12,16,..

2. 100, 90, 80, ...

3. 3,9,27,81,..

4. 1044,1048, 1052, ...

En este punto, con el fin de involucrar a los alumnos en un intercambio de ideas que los
llevara a reconocer las particularidades de las reglas escritas y lo que tenian en comun algunas

de ellas, el profesor tuvo la siguiente intervencion:
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Cuadro 8

Entrevista colectiva 1

Renglon

43 Profesor Entonces, {Qué pasa cuando tienen cualquier cantidad de
dobleces?

44 Profesor ¢Se fijaron que hay dos secuencias iguales, esto es, con la
misma regla? [Se refiere a las secuencias primera y
cuarta]Pero, ien qué se diferencian?

45 Viky Los numeros

46 Profesor Empiezan con diferentes numeros. La que escribio Vanesa
empieza en 4; la de Yethel, en 1044; pero la regla es la
misma. éCudl es?

47 Todos  Sumar 4

48 Profesor ¢A qué nimero?

49 Lauray  El que sea

Yethel

50 Profesor El que sea. Pero a ese numero le tengo que sumar 4 ¢Para
qué?

51 Yethel  Para obtener el resultado

52 Profesor (Y cudl es ese resultado?

53 Vanesa Los numeros de la secuencia

En este intercambio podemos ver que los alumnos reconocen que el patrén que rige las
dos secuencias es el mismo, aceptan que esa regla vale para generar cualquier nimero de las

secuencias y que, ademads, éstas pueden empezar en cualquier numero. Este puede ser el

primer el paso hacia la idea de nimero general.

Este tipo de actividades permite introducir a los alumnos al uso de expresiones
simbdlicas. Se recomienda que el proceso sea gradual, que se haga énfasis primero en la

interpretacion y después en la simbolizacion; debe permitirsele a los alumnos que utilicen

cualquier tipo de simbolo para representar un nimero general.
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Se retomaron tres de las secuencias con las que ya se habia trabajado y se pidié a los

alumnos que simbolizaran la regla que regia cada secuencia. El siguiente fue el primer intento

de los alumnos para representar un nimero con un simbolo:

e N\

NuUmero

* -5

\. J

Grdfico 4. Primera representacion simbdlica de los estudiantes (Fase Instruccional)

A raiz de esta simbolizacidn, se dio el siguiente intercambio verbal:

Cuadro 9
Entrevista colectiva 2
Renglon
43 Profesor ¢Qué representa el simbolo*?
44 Varios  Un nudmero
45 Profesor ¢La palabra “numero”?
46 Varios  No
47 Profesor Entonces, équé representa?
48 Antonio  Una palabra
49 Profesor (¢Qué palabra?
50 Antonio  Numero
51 Profesor ¢Representa la palabra” nimero”?
52 Marena No. Representa un numero, el que sea
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Se observa que Antonio aun no tenia mucha claridad acerca del significado del simbolo
empleado. En este caso fue muy oportuna la intervencidn del profesor, quien creé las
condiciones para que los estudiantes expresaran sus puntos de vista. La participaciéon de
Marena, posterior a la de Antonio, aclaré de manera muy precisa y sin titubeos que el simbolo
representaba cualquier nimero. Esto constituyé una oportunidad para los otros estudiantes de
corregir su interpretacion, en caso de haber sido errénea, sin necesidad de que el profesor
interviniera directamente.

Es necesario que la introduccion de las letras como simbolos matematicos se establezca
como un acuerdo, que sea una convencion a la que se llega. En el caso que estamos analizando,
después de que los alumnos habian usado distintos simbolos para representar el nimero
general de una secuencia, el profesor aclaré que, si bien los simbolos usados eran aceptables,
en matematicas suelen usarse letras, cualquier letra, cuando se quiere representar un nimero
cualquiera, indefinido. Después de esta aclaracién, los alumnos, sin ningun tipo de dificultad

escribieron las siguientes reglas generales:

Cuadro 10

Simbolizacidn de los estudiantes en la fase instruccional

Viky 0+2 0.3 0-+5
Juliana N+ 2 a.3 b+5
Antonio d+2 Z.3 x+5

Es oportuno destacar que los alumnos usaron distintas letras para simbolizar un nimero
general, en la representacion de las mismas reglas; no tuvieron dificultad para reconocer que

d + 2y 0 + 2 representaban la misma regla, en la que d y O simbolizaban cualquier valor.

Fase de exploracion

Categorias de andlisis
En este estudio se denota la representacidon semidtica clasificada a un registro como
RS(X?;T), donde RS corresponde a la representacion semidtica constituida, X se identifica con

el registro al cual pertenece la representacion, el subindice n simboliza la enumeracion de la
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representacion, los superindices p: r se corresponden respectivamente con el grupo y el
alumno que realiza la representacion.

Del mismo modo, denotaremos con T y C, respectivamente, las trasformaciones de
tratamiento y conversion. Es necesario aclarar que hay unas subcategorias emergentes debido
a que para algunos autores Rojas (2014, 2015), D’Amore (2006) existen algunos signos y
simbolos utilizados o que emergen por una construcciéon cultural que no pueden ser
identificados en un sdlo registro semidtico, en otraspalabras, unos “registros intermedios” que
constituyen diversos elementos que el sujeto acude para nombrar el objeto (entendemos que
estos registros intermedios poseen todas las propiedades de un registro semidtico
institucional), para lo cual lo simbolizaremos con RS(Y—Xﬁ:r) donde la representacion

transita entre los registros X, Y.

Cuadro 11
Categorias de andlisis entendidas desde el enfoque estructural funcional
Referente Caracteristica para Subcategorias
analizar
Registro Figural RS(Fn)
Registro Aritmético: Todo tipo de
representaciones que aluden a objetos
propios de la aritmética RS(Nn)
Registro algebraico: Son representaciones
Duval Uso de de tipo alfanuméricas asociadas al uso de
(2017) representacién y | Simbolismo algebraico RS(Ar)
clasificacion (RS) Registro lenguaje natural:
Representaciones verbales o escritas que
aluden a un lenguaje propio del contexto
del sujeto RS(Ln)
Tratamiento: Equivalencia de
representaciones  por medio  de
transformaciones en un mismo registro
semidtico T: RS(Xn) > RS(Xm)
Las Conversiéon: Son transformaciones que el
Duval transformaciones estudiante hace cuando realiza una
(2017) asociadas a las equivalencia entre representaciones del
representaciones mismo objeto, pero en diferente registro
usadas semidtico C: RS(Xn) > RS(Ym)
T(S)
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Ahora bien, manteniendo la estructura de la generalizacion algebraica (Radford, 2013) y
losprocesos de generalizacion (Mason, 1996), se relacionan en el siguiente cuadro algunos de

estos elementos expuestos para el desarrollo del pensamiento algebraico.

Cuadro 12
Categorias de andlisis entendidas desde los procesos y la estructura de la generalizacion
algebraica.
Etapa Estructura de la Procesos de generalizacion
generalizacidnalgebraica algebraica (Mason, 1996)
(Radford, 2013)
Términos dados
1 Percibir el patron

Determinaciones sensibles

Caracteristica comun

2 . . Expresar el ron
Abduccion analitica Xpresar el patro

3 Aplicacién a términos no Registrar el patrén
dados
4 Deduccidn de la férmula Validez de la
expresion

Por ultimo, es de resaltar que previo a que el estudiante construya una expresién o
representacion algebraica, debe explorar propiedades o relaciones entre cantidades vy
determinar la comunalidad de la secuencia de patrones, se tiene en cuenta la taxonomia que
adecud Trujillo et al. (2009) ya que hicieron las siguientes modificaciones (radicadas en la
segunda parte que corresponde a las generalizaciones reflejadas) a la planteada originalmente
por Ellis (2007):

1. No se incluyd la subcategoria influencia ya que se considera que hace referencia a las
acciones que los estudiantes realizan para poder enunciar la generalizacion.

2. Distinguir dos tipos de enunciados dentro de la subcategoria de similitud de objetos o
representaciones

Esa distincion se hace necesaria porque se consideran expresiones aritméticas y
representantes numeéricos que pueden tratarse como equivalentes, a continuacidn, se presenta
la taxonomia utilizada al momento de analizar la informacién, de manera que el estudiante

realice una generalizacién aritmética:
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Cuadro 13
Categoria de andlisis entendidas desde la taxonomia modificada por Trujillo et al.(2009) desde
las generalizaciones aritméticas reflejadas.

Taxonomia modificada de generalizaciones reflefadas

I. Fendmeno continue: La identificacion de una
propiedad dinamica que se extiende mas alla de un
ejemplo especifico.

Propiedad comuin: La
identificacién de la propiedad
conuin a objetos o situaciones.

Objetos o Estructura
representaciones:

La identificacion
de objetos como
similares o
idénticos.

Identificacion | 2. Similitud:
o enunciade | Epunciade de
una similitud o
igualdad.

Resultado

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o
idénticas.

Regin: La descripcidon de una
formula general o hecho.

o Patrén: La identificacion de un
3. Principto patrén general.

general: Un
enunciado de Estrategia o procedimiento: La

un fenémeno descripcion de un método que se
general. extiende mas alla de un caso
especifico.

Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

I. Clases de ebjetos: La definicion de una clase de
objetos que satisfacen todos una relacion dada,
patrén u otro fendmeno.

Definicién

Cuando el estudiante determina una definicion para un conjunto de elementos
gue se satisfacen del mismo patréon, es posible que realice una transicion entre aquellas
expresiones aritméticas, las relaciones entre cantidades y la asignacién de numeros
representativos o fijos para poder expresar de manera mas sofisticada dicho fendmeno, es

decir, una expresion desde la generalizacidn algebraica.

Subfase de exploracion 0. Tarea 0. Tarea de indagacion

Inicialmente se pensaba que el problema de este grupo de estudiantes radicaba en que
no podian hacer generalizaciones, para verificar si este era el problema se propuso un
instrumento de indagacion, tarea de indagacion, tomada y modificada de Rojas et al 1999 (pp.
92-93), una tarea que pretende evidenciar los procesos de generalizacion y el uso de sistemas

de representacion que realizaban los estudiantes.
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En la aplicacién de este instrumento, los estudiantes mostraron que si hacian procesos
de generalizacidn, pero las representaciones obtenidas no eran adecuadas para la situacidn, es
decir, hay un proceso de enunciacién de la comunalidad, se percibe el patron y se expresa, pero
los estudiantes en su afan de registrarlo algebraicamente (aplicarlo a términos no dados),utilizan

expresiones que no representan dicho patrén.

Cuadro 14
Produccion de Vanesa, item b tarea de indagacion

b) Calcula el nimero de cuadros de la figura correspondiente a la 92 posicion:

\ _ La mayoria de los
lestudiantes utilizan una
representacion figural.

(Ct B5cion)

Cuadro 15
Produccidon de Marena, item b tarea de indagacion.

. - 1 = = 7 1
b) Calcula el nimero de cuadros de la figura correspondiente a la 9% posicion:
Yoscion: A4 =Y Vomnedn ¥ = |

En este caso, realiza una relacion entre la posicion y el niumero de cuadros, partiendo de una posicion ya
conocida, en este caso no se hace necesario el apoyo figural para representar la generalidad del patron.

En el item b (cuadro 15), los estudiantes utilizaron un apoyo figural siguiendo el proceso
al que les inducia el item a, pocos estudiantes lo abandonaron, como la estudiante Marena,
qgue relaciond las posiciones con la cantidad de cuadros de la secuencia, otros estudiantes
sumaron la cantidad de cuadros que tenia la posicion 4 con la cantidad de cuadros que tenia la
posicion 5. Dado lo anterior, existe una representacién aritmética que reconoce y define
objetos que se satisfacen por un mismo patrén, un nimero generalizado que corresponde a las

caracteristicas comunes aplicadas a términos no dados (generalizaciénaritmética).
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Cuadro 16
Produccion de Luis, item e tarea de indagacion.

e) Escribe una expresion que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene
e i icion:
la figura O%D = -\~ ? Se evidencia que encuentra la
E. \ o e generalidad del patron, pero se
) SCOpES. & observa un uso inadecuado del
. 7 signo de igualdad
10 X2.220<\=19

Ahora bien, en la produccion del Luis (cuadro 16), se muestra cémo elabora una
representacion alfanumérica de la generalidad del patrdn, que al momento de dialogar con él
reconoce el sentido operatorio sobre su expresion, aunque hace uso inadecuado del signo de

igualdad también se observa la necesidad de ejemplificar, no basta con la expresion general.

Cuadro 17
Produccion de Vanesa, item e tarea de indagacion

e) Escribe una expresién que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene
la figura en cualquier posicion:

Somagn Ao 2 e ma,

Perciben y expresan la generalidad del patréon, pero no hay una representacion adecuada.

Por ultimo, en la produccién de la estudiante Vanesa (cuadro 17), encuentra que
sumando dos mas al nimero de cuadros de la posicidn anterior obtiene el nimero total de
cuadros de la posicién requerida. En este caso, la generalizacion evidenciada corresponde a la
identificacién de objetos similares en la secuencia de patrones, determinando un resultado
basado en operaciones aritméticas que al momento de concebir el principio general no se
relaciona con el registro del patrén.

De acuerdo con los elementos observados en la aplicacidon de la tarea de indagacidn, se
pueden evidenciar los problemas a la hora de interpretar la letra y darle un uso adecuado, los
procesos para operar letras (asignacion de valores no establecidos, deducciones erréneas por su
representacion grafica), por esta razén, Collis (1982) propone una serie de momentos en los

cuales el estudiante debe pasar, antes de llegar a un razonamiento formal, involucrando las
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letras y el signo de igualdad.

Reemplazando por un nimero y si no funciona, abandonan la tarea.

Reemplazando por un numero y a partir de ello sacan sus propias conclusiones.

Representar incégnitas especificas o nimeros generalizados con las mismas propiedades de los
numeros con los que ya habian trabajado en tareas anteriores.

Ya se habia mencionado que uno de los focos polémicos radica en el uso de la letra en
este contexto y como se ponen en juego sus interpretaciones (Kichemann 1980), dado que los
estudiantes para poder llegar a la letra como numero generalizado, por necesidad se interpreta
la letra de modos distintos. Por ejemplo, al hallar valores de una letra en un problema la letra
se veia como un numero particular-Unico pero desconocido. Lo complejo es que el estudiante
debe reconocer en qué problema es viable utilizar una u otra interpretacion de la letra, pues

incurriria en dificultades al momento de resolverlo.

Subafase de exploracion 1: tarea no. 1

Analisis general.

En la aplicacion de las tareas se evidenciaron algunos aspectos generales que
corresponden al reconocimiento del patrén, en donde la mayoria de los estudiantes (74%)
hacen uso de los registros figural y lenguaje aritmético (principalmente) para referirse al
modelo que representa la secuencia o la generalizacién, cabe aclarar que también hay un uso
recurrente en representaciones que alude a elementos propios de la aritmética y mas aun, del
modo operativo de los numeros, es decir, operan la generalidad con casos particulares
(Kiicheman, 1980 llamaria a este uso ‘letra evaluada’).

Ademas, las construcciones, procesos y la designacidon de la generalidad se construyeron
pormedio de representaciones no propiamente pertenecientes a un solo registro semidtico, por
lo contrario, gran parte de los estudiantes usaron multiples contenidos que les permitid
nombrar el objeto; con respecto a lo anterior, D’Amore (2006) plantea que la eleccién de un
registro de representacion depende necesariamente de la intencion y el nivel de refinacién de la
comunidad. Es importante mencionar que cinco estudiantes apoyaron sus respuestas con

expresiones aritméticas que son entendidas como numeros representantes, o numeros
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generalizados relacionando este término con lo que menciona Kiicheman (1980) al categorizar

la letra como numero generalizado, en este caso se ve un numero especifico como el

representante de la generalidad del patrén. Por ejemplo, en la figura 15 el estudiante toma el

nimero 5 como un representante, es decir, lo pueden comprobar para cualquier posicidn, pero

siempre con un nimero especifico (Ver Cuadros 18y 19).

Cuadro 18
Produccion de Andrés ylesus, item 2 tarea 1

v

51 somando de Q22 a9 o F1gora :QU(? Crr2
Ioro sOIO 5@ Nao sumood@ d€ o 2 fhosre

¢Hay alguna manera de encontrar el numero de circulos de la figura 15 sin necesidad de dibujar la secuencia? Explica

T
el numero vl 1o oecesTE T 2 ,/(‘7‘ 'c’?z"F” 1 e
— . et Fi§121012+242 0. FalVIER
¥ Santiago tiene una figura de esta secuencia, donde us6 exactamente 19 circulos, ¢A qué nimero de figura peaziy
soncercnnndad Coallan la camae e ... - . =

v

N> 12 “—.._".\ { ’ A \ iR S/

¢éHay alguna manera de encontrar el nimero de circulos de la figura 15 sin necesidad de dibujar la secuencia? Expiic|

G . \ 5
N, S50NONAS é'& c\_os 0\ A0S Ao(USe En e\ Q¢ i

a ¢ 1
C SYr\on 2

o I
) \;/1'/'- Ug «e |

SVUESENCN \
\
|

Por otro lado, un estudiante si bien representa mediante un registro semidtico

aritmético, el uso que hace del signo de igualdad corresponde mas a una simbolizacién de

correspondencia o implicacién entre la figura y la cantidad de circulos (Cuadro 18).

Cuadro 19
Produccion de Daniel , item 3 tarea 1

v = - = -
Santiago tlen?e una.flgura de esta secuencia, donde usé exactamente 19 circulos,
corresponde? Explica la manera como procediste para encontrar tu respuesta

Cormo % " le somem T VY la figuic 6 Son I
Clycolel < - toexito elei 2 en 2

¢A qué numero de figura

3= BB l5s 0 qmn; 0= 19 R:ﬂ “M"i/o de 4196 €
: (@)

Ademas, se encuentra una produccién que ‘transita’ en dos registros semidticos
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utiliza expresiones aritméticas especificas que las combinan con lenguaje natural para mostrar

aspectos ‘generales’ (Cuadros 20y 21).

Cuadro 20
Produccién de Andrés, Fernando y Marena, item 4 tarea 1

/ - . ] - ¥
¢Existe aiguna figura que tenga una cantidad par de circulos? Explica
l\\o 1 Perqve q\ Sura ¢ c‘o: Al
Mo Sesw c/qj

Avacc, va (] c‘ur da v =NCro
o=e

v iExiste alguna figura que tenga una cantidad par de circulos? Explica

h (' M/

{/
= |

d) Uf‘\
0 seqvenciD empeso 0 o

pojo o8 0 Y
dor CO(V‘O CfUl"‘O())\\

\ -~
M(.J Dor QUe
impo | TverOn oumenTo)

nurr,am porn 0 §i nuNa NO Q-
Qmero Por ciem?)o OL,MpA,(,, =90 wor ¢

¥ cbXiste alguna tigura que tenga una cantidad par de circulos? Exph,;a =l T LMOA Ve

No, po(qu €0 o, MU&\thocno() do vn o omR (O

Pat  peo o (Qs’ror
\MDOC on  cadp, G\%U L ros o

También es posible observar que en las producciones de los estudiantes hay
representaciones que corresponden a registros semioticos ‘intermedios’, en tanto, hacen uso
de lenguaje natural y lenguaje aritmético, los estudiantes integran estos dos lenguajes, en el

cual se evidencia ademas un uso inadecuado que le dan al signo de igualdad, dificultad que

reportan Rojasy Vergel (2013).
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Cuadro 21
Produccién de Andrés, Marena y Luis, ltem 5 tarea 1

. - . — L
¥ Unamigo tuyo que no asistié a la clase te llama en horas de |a tarde para adelantar lo realizado en clase. Explica cémo
procedes para hallar la cantidad de puntos para cualquier posicién.

No 1@ orio. aue a® 1 k svera soMonoOo0 o/é arl

. moro Que Jle dwra /e si9uiera somanolo
} e/ A T() /0 /2 P - [ £,3 .

‘o codo reswllR0 < fosiera, F19 4,792 .|e o

e o Z F19 1 p:z

N e monoloan @etePeoreAomiesTo 14+2:37+2= Sot2=¢

-
-
[}

o

¥ Un amigo tuyo que no asisti6 a la clase te llama en horas de la tarde para adelantar lo realizado en clase. Explica comi
procedes para hallar la cantidad de puntos para cualquier posicion.

}\m‘\jo mtiplea pov dos 1A poc?s?oay Yestale cx numero A

oo 2 Registros
[ \’ - S ] .
S 2% [l — Yz cand da W) intermedios

¥ Un amigo tuyo que no asistié a la clase te llama en horas de la tarde para adelantar lo realizado en clase. Explica como
procedes para hallar la cantidad de puntos para cualquier posicion.

(_Q QY\P\((O QR P&(a ‘rO\\Q( \)O\\Q\b\e( Q\%U(Q \G\
mulhplicg  Poc dos g (eSTo 4, dopniss Qw0

Ston-=

Nox (Ot 5€ o esto=
ljz?)?lel sig‘no 58! yal%wd 10_ OR2 = L\O -1 ’)—@

Por ultimo, algunas producciones son notorias ya que los estudiantes trabajan con
la letra asignandole una interpretacidn particular, en este caso como numero
generalizado, como lo menciona Kiicheman (1980). En las siguientes producciones se
evidencia que no hay una correspondencia clara entre la explicacidn que hacen en
lenguaje natural y la expresion en un lenguaje alfanumeérico, es decir, no establecen una
adecuada correspondencia entre lo que se le pide con la denominacién de la posicién m,
la manera como lo escribe en lenguaje natural y la expresidon algebraica, aunque
finalmente encuentran una manera de representar la generalidad del patréon (Ver Cuadro

22).
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Cuadro 22
Produccién de Viky y Antonio, item 6 pregunta 1
¢-Omo podrias hallar Ta cantidad de puntos para una pasicién m? =
IS AN Loimnm cue e
PSS NO S UMMA O \a ke .20 T
. ,-‘ ; 5/ \E \ “Q ‘(V&\ | :_\ 7 3{ ‘ ,\ \ — | "4
O =0 ¥ A
. i @9 00
: | : o 0y =) \\_/
X X = ] =
i | L/
¥" ¢Cémo podrias hallar la cantidad de puntos para una posicion m? - -
ye NUMETC C
{Cn\ % C
N AR Y
&2 X \/) = ) Ccntica
Y= (Ontided de Ptg
‘ A RN .
(LX) -1 2y m:ourecdels |

Andlisis grupal°.
Grupo 2: Esta conformado por Juliana, Kevin, Daniel y Vanesa.
El andlisis va a estar dirigido a encontrar elementos practicos que estén apoyados en la

teoriay, por consiguiente, en las categorias de andlisis. Se analizaran los items 1, 2y 3.

Cuadro 23
Produccion del grupo 2, tarea 1, items 1, 2 y 3.
1 ¥ Extiende la secuencia hasta la figura 6: |
© ¢Cudntos circulos hay en la figura 5? O
© ¢Cuantos circulos hay en la figura 6? O O Elementos
o q Tt I
Apoyo entre representacion g 8 aritméticos
de diferent ) 00000 Q00000 A
esidad de dibujar la seclgici

L v

ay alguna manera de encc}ntrar el nimero de circulos de la figura 15 sin ne:
ando el ndmeIQ gye § Ha'e
TR @io(s) ¢ @ [miso ald —4

d o U

S R

-+

10
LA

réulos, ¢A qué nimero de figura

esta
~

d0 %

A v (Exi ;
3 ste alguna figura que tenga una cantidad nar Aa oo T

8 ¥ SaNiago tiene una figura de es/aWdd&dhcit JARLJE PO )
corr nde? Explica la manera como procediste para encontrar tu respu

5 Los estudiantes que se encuentran subrayados son aquellos que fueron seleccionados para la entrevista

(representantes de cada grupo) en esta primera tarea.
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La estudiante Juliana tanto en su produccion individual como en la entrevista evidencia
un sentido de indeterminancia que inicialmente lo muestra desde su lenguaje natural, cuando
dice “el mismo arriba menos uno” (Cuadro 23) en su produccidn individual, en la entrevista (E3)
relatd cémo trata de manera operativa la situacion, haciendo deducciones que la llevaron a
encontrar una forma para encontrar su respuesta.

Es evidente que en este grupo hacen uso de distintas representaciones que estan
directamente relacionadas: RS(F?), RS(NZ), RS(L?), en tanto reconocen la equivalencia
entre cada una de las representaciones, es decir, aluden indirectamente a cualquiera de las
tres representaciones como un contenido utilizando signos; segun Duval (2017) esto es una
atribucion de un “sentido particular”. Para este grupo, la comunalidad en la secuencia del
patrén se constituye a partir de la suma de dos cantidades (en este momento no le asignaremos
ningun tipo de significado a este proceso o producto).

Ahora bien, dado que los estudiantes reconocen la equivalencia entre las
representaciones, en el grupo se evidencia que existe un sentido de indeterminancia, lo cual en
palabras de Radford (2010) los estudiantes identifican el patrén [objetos visibles] y pueden
pensar en valores, en este caso figuras, que no se presentan en la situacién [objetos
imaginables] Cuadro 23, item 2)

Debido a la primera parte de la produccion de este grupo, no se puede afirmar que
hasta el momento hagan una transformacién de conversién, pero es posible evidenciar que
existe un apoyo entre representaciones que posibilita el transito entre un registro y otro, aun
sin establecer lo que para Duval (2017) es fundamental al momento de configurar una
conversion: sentido de operatividad. Ademas de ello, al momento de identificar el patrén
(Cuadro 23, item 2-3), los estudiantes pasan por un proceso de generalizacion aritmética
donde, segunla taxonomia de Trujillo et al (2009), las acciones realizadas y que se evidencian en
la imagen corresponden:

1. Identificar el fendmeno continlo llevado a los términos conocidos, en este caso
particular los estudiantes utilizan unas representaciones RS(N?) y RS(L?) que posibilitan
determinar la comunalidad en la secuencia de patrones.

2. Similitud, cuando los estudiantes utilizan una representacion (F?)

90



3. Para nombrar objetos que no estdan visibles en la secuencia de patrones, reconocen la
equivalenciaentre los objetos que cumplen o estan bajo el mismo patrén.

4. Principio general, el grupo proporciona una regla que podria cumplir para cada uno
de los términos presentes y ausentes, cuando afirman “sumando el nimero que se necesita en
este caso (15) y el mismo arriba -1” (Cuadro 23); para Trujillo et al (2009), este tipo de
generalizaciones contienen un anclaje a casos propiamente numéricos que emerge pormedio de
la descripcion de un método que se extiende mas alla de un caso particular.

5. Definicion de clase de objetos, este proceso limita con una accidn de la generalizacién
algebraica porque hay una definicidn de aquel patron que cumplen cada uno de los términos de
la secuencia, lo que Mason (1996) llamaria expresar el patrdn; por ende, la percepcién y la
expresion del patrén queda en expresiones no algebraicas, aunque hacen una aproximacion al
momento de registrar el patréon con letras que son tratadas como objetos (se refieren a m como
un representante de numeros, es tratado como la base de la representacion figural)

También es posible decir que la indeterminancia se asocia al hecho de representar o
anclar sus justificaciones a expresiones propiamente numéricas, esto permite que, al momento
de intentar hacer una generalizacion algebraica, los integrantes de este grupo le empiezan a
dotar un sentido operatorio a dichas representaciones (operar sobre objetos especificos),
trabajar con lo particular desde lo general (Rojas, 2015). En el caso de la expresion semidtica
gue asignan al objeto, se asocia con una representaciéon conformada por signos alfanuméricos
apoyadas de una representacion pictdrica (realizan una flecha para establecer dichas
relaciones); desde lo evidenciado en la produccion, no se puede afirmar que exista o no una
transformacién de conversién, incluso tampoco es posible determinar una clasificacién hacia
registro semidtico intermedio ya que es evidente la separacidn entre cada una de las
representaciones hechas. En este hecho, se clasifican las representaciones de la siguiente
manera RS(4%) y RS(F?), debe mencionarse, que de acuerdo con lo planteado por Rojas y
Vergel (2013) el sentido operatorio para este segmento es asociado a dos componentes: un

posible proceso de abduccion y una generalizacion aritmética de la situaciéon (Cuadro 24).
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Cuadro 24
Produccion del grupo 2, tarea 1, item 6

€ v ¢Cémo podrias hallar la cantidad de zirceles para una §g2m m?

Representacion
algebraica basada
en el apoyo figural

O O O O C) operatorio numérico
a la expresion
L

En la entrevista (E2), la estudiante Juliana muestra un sentido de indeterminancia
cuando reconoce a m como cualquier nimero, ademads de darle un cardcter operatorio como lo
muestra en su produccién individual.

Por otro lado, al momento de pedirle que contara por qué habia dibujado los circulos,
ella manifiesta que lo hizo para que “supieran que m es igual a estos” (Juliana, E3) sefialando
con sus dedos los circulos que estan horizontalmente en la figura, incluso haciendo la
explicacidn cae en cuenta que cometié un error cuando hizo la relacién del nimero de circulos
con la forma como los habia encontrado. Incluso la misma estudiante en la discusion en grupo
mostrd a sus compafieros el uso de la regularidad que ella habia encontrado.

Por ultimo, puede decirse que la estudiante Juliana, desde un comienzo en su
produccioén individual, y luego en su intervencion en el grupo se desprende rapidamente del
registro figural, como lo evidencia en la entrevista (E4), mostrando un acercamiento a una
generalizacion algebraica cuando hace la aplicacidn de la comunalidad a los términos no dados,
registrandoel patrén con una expresion alfanumérica (llegando a la etapa 3 de la generalizacion
algebraica).

Grupo 4: Esta conformado por Jesus, Fernando, Andrés, Carlos y Humberto.

Las producciones de este grupo en este primer momento, muestran una relacion entre
cada una de las representaciones evidenciadas, el objeto el cual estdn representando o
nombrando presenta unas caracteristicas de formacidn (patrén) y lo identifican en un primer
momento con ayuda de lo pictérico una RS(F;') aludiendo al mismo tiempo a unas notaciones
aritméticas que representan la comunalidad de la secuencia RS(N;); a diferencia del anterior

grupo, éste no acude a un sistema de signos que se encuentren dentro del lenguaje cotidiano,
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pero si se apoya de la verbalizacién de caracteristicas generales, indicando que si se suman
(14+15)=29 vy este valor corresponde al total de circulos que tiene la figura 15 (Cuadro 25).

Es posible afirmar que el sentido operatorio se enfoca en el nimero de la figura 15, de
alli que los estudiantes realizan la operacién (15-1)+15 para determinar la cantidad total de
circulos, segun Rojas (2015) para este tipo de transformaciones (evidentemente dentro del
registro semidtico aritmético) se le atribuye la necesidad de ‘manejar’ las propiedades bdasicas
del sistema decimal. En resumen, hay acercamientos a un tratamiento desde lo
verbalizado a lo escrito aritméticamente determinado como T:RS(N2) — RS(NZ) donde se

garantiza una equivalencia sintdctica (Cuadro 25, item 2)

Cuadro 25
Produccion del grupo 4, tarea 1, items 1, 2y 3

d v Extiendela Secuencia hasta la figura 6;
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Ahora bien, el sentido de indeterminancia aparece cuando el estudiante habla de la
‘figura’ como un elemento que se puede operar, pero a diferencia del anterior grupo,
solamente se relacionan los registros que anteriormente se identificaron. Al momento de
designarle un nombre a la figura y al comportamiento que tiene ésta dentro del patrdn, el

grupo dos acudea una RS(A?) donde existen algunas dificultades con el uso del signo de
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igualdad; sin embargo, se reconoce que los estudiantes operan con la letra (letra como objeto)
y designan simbdlicamente el patrén, esto permite clasificar en una etapa 4 de la
generalizacion algebraica dicha expresion.

En resumen, este grupo hace una transicion entre la generalizacion aritmética y la
algebraica, usando como puente las representaciones aritméticas, figurales y el uso de lenguaje
natural para poder registrar el patrén con una expresion mejor elaborada acercandose a un
registro algebraico.

Al momento de preguntarle a Fernando sobre los procesos que sus compaieros
utilizaron para dar respuesta al item 6, se detecta que hay una imposicidn cultural sobre el uso
operativo y el sentido que tiene esa representacion algebraica planteada.

El proceso de abduccion en este grupo llama la atencion debido que se intenta generar
una expresion alfanumérica donde es posible operar sobre ella siempre y cuando haya una
sustitucion por valores numéricos, es decir, esta designacién estd sujeta a ser una
generalizacion aritmética. Cuando el docente investigador pregunta al estudiante acerca desus
producciones (E6) ahi mismo se remite no a justificar la naturaleza de la representacion sino a
la justificacion de ésta por medio de argumentos basados en la operatividad aritmética
incurriendo nuevamente en el mal uso del signo de igualdad, es decir, en la identificacion del
fendmeno dado por el principio general, se justifica la representacién del patréon por medio de
la realizacion de procedimientos aritméticos.

Cuando el estudiante se da cuenta que en su produccidon existe esta dificultad,
prontamente acude a explicar (E7) que el signo de igualdad no lo utiliza como una relacién de
equivalencia sino como la separacion de procedimientos utilizados para encontrar la cantidad
total de circulos para una figura determinada®.

Por dltimo, en la produccién del item 6, no hay relacién de RS(A7) alguna otra
representacion, lo cual indica que en este grupo (desde la produccion escrita) carece en el usode
apoyos en otros registros (Ver item 6, cuadro 26); se cree que con el hecho de darle unos
valores numéricos a la ‘féormula’, se da como vdlida y se prueba para todos los casos

reconociendo el sentido de la indeterminancia, encontrando una expresion semidtica vy

® Esta es una interpretacion hecha por el investigador, explicando lo realizado por el estudiante
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haciendo uso de operaciones dentro de un registro semidtico diferente al de la representacién
(aritmético): “...Pues yo en vez de escribir yo creé como una formula que consiste en m-1=x que

seria cualquier posicion mds m que es el igual al numero de circulos de posicion m...”

Cuadro 26
Produccion del grupo 2, tarea 1, item 6

© ¥ ¢Como podrias hallar la cantidad de cijcols para una {“'30“"’"?

2 N s ,
6 — /) ::.x AN N (\.x: < ‘\uu\ oY ae ?o"\"‘ttb\\ ™ =
so del signo de X!

igualdad como
separador de procesos

Frente a este caso, al momento de discriminar el uso que le atribuyen al signo de
igualdad, se puede categorizar esa representacion a una generalizacion algebraica ya que al
momento de deducirla formula (Radford, 2013), los estudiantes determinan la validez de dicha
expresion por medio de ejemplos particulares presentes y ausentes en la secuencia de
patrones.

Por ultimo, en el caso del ‘Luis’, quien encuentra rapidamente la comunalidad de Ia
secuencia (Cuadros 27 y 28), realiza inicialmente un proceso de abduccion’ y, cuando debe
solucionar el segundo punto, realiza una generalizacion aritmética para comprobar que la
‘férmula’, como él la llama, es valida y encuentra la cantidad de circulos que tiene la secuencia
en la figura 15, precisamente en este caso particular se evidencia que las representaciones que
el estudiante utiliza para la designacion de la generalidad no seconstituyen en un solo registro
semiotico. Dado lo anterior, las representaciones semidticas se caracterizan en dos registros
un RS(A?) relacionado con un RS(NY) vy a este hallazgo se denomina como RS(A — N_) el
cual es un registro intermedio (Duval & Saenz, 2016; Rojas et al., 1999; Rojas, 2015) que para el
estudiante se vuelve como un objeto de discurso donde la indeterminancia es explicita, eso

sugiere pensar en una contraccion semidtica (Radford, 2010).

7 Este proceso consiste en que el Luis por medio de diversas posibilidades (operaciones aritméticas) ceduce una
expresion que permite hallar cualquier término en la secuencia de patrones.
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Cuadro 27
Produccion del Luis, tarea 1, item 2

" éHay alguna manera de enc 7 i :
. y aig manera de encontrar el numero de circulos de la figura 15 sin necesidad de dibujar la secuencia? Explica

) (L ~
\’i Con un Foy molg 2 e Beshs l cot o oa AC C’U,&()y,.\,03
< pendlcado Registros.intermedios e
?oi\c,\o“ (,Or\'l"c‘.‘gﬂ ?"f‘P\\CO\ po)/ 305 q_g;c\c,c_
2 pdhe! & ) ol Sl aeine

Por otro lado, cuando debe hacer el proceso inverso o revertir la formula, como él lo
llama, presenta dificultades, poniendo en juego elementos operarios de la aritmética sin
asignarle un sentido a sus propias expresiones o designaciones. Cuando el estudiante, empieza
a reconocer un sentido operatorio de su propia expresidn, sus apreciaciones apuntan a que
existe lo que Radford (2008) llama una induccidon ingenua: “...Comencé a hacer la secuencia y
llegué a la respuesta de que era la posicidn 15 que era 19 circulos...” (Estudiantel, E10).

El sentido que el estudiante le asigna a su representacion es ‘atipica’, debido a que no
corresponde a lo convencional, es decir, la mayoria de los estudiantes logra identificar el patrén
como la suma de la posicién con el nimero anterior a esta o también como m + m — 1, pero
en este caso el estudiante designa a la generalidad como el producto de un nimero restado con
uno, en E9 se puede evidenciar en palabras del estudiante el sentido que corresponde a su
representacion.

En este caso, Luis se desprende de la necesidad de involucrar nimeros que expliquen o
validen su representacion, insistiendo en usar representaciones que no estdn determinadas en
solo registro semidtico; como ocurre en el grupo 2 (Ver Cuadro 24). Luis hace una verbalizacion
de la RS(AY) apoyada de la misma representacién y claramente se evidencia un alejamiento a
la induccidn ingenua que en momentos anteriores recurre. De acuerdo con lo anterior, es
evidente que se hace un proceso de generalizacion transitando por representaciones del
registro semidtico aritmético y lenguaje natural hasta construir una expresion que permite
hacer la aplicacion del patrén a todos los términos de la secuencia como a los que no se
encuentran incluidos, segin Mason (1996) esto es una accion de validez en la férmula

correspondiente a la generalizacion algebraica (Ver Cuadro 28).
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Cuadro 28
Produccion del Luis, tarea 1, item 5
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Subfase de exploracion 2: tarea no. 2

Analisis general.

Para esta tarea, era indispensable que el estudiante lograra hacer una designacion
simbdlica de la generalidad, esta vez sin que se le impusiera el uso de la letra como medio para
representar. En este caso, no se direccionaba al estudiante para que operaracon letras, él mismo
debia asignarles un sentido a sus representaciones.

En el trabajo individual se evidencia que hay estudiantes que aun no logran
desprenderse de las representaciones que pertenecen al registro figural en el desarrollo de la
tarea, también seencuentran casos aislados (en poca cantidad) en donde el signo de igualdad es
tomado como un separador de expresiones u operaciones; a diferencia de la tarea anterior,
solo el 32% utilizé de algun modo la letra (representacion alfanumérica) para representar la
comunalidad, que para la investigacion es un dato muy valioso.

En algunas producciones de la tarea, hubo diversas representaciones que los
estudiantes utilizaron para dar cuenta de la comunalidad de la secuencia que corresponden al
registro figural, en este caso no es posible determinar si aquellos estudiantes tienen un sentido
de la indeterminancia debido a que requieren de la figura para relacionar la cantidad de mesas
conel numero de sillas (Ver cuadro 29); posiblemente exista una gran relacién entre el registro
figural y el registro aritmético, encontrando mayor nimero de transformaciones de conversion

entre estos dos registros.
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Cuadro 29
Produccién de Humberto, Carlos, y Vanesa, ftem 2 tarea 2
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De acuerdo con lo anterior, se puede afirmar que estos estudiantes tienden a relacionar
de manera directa la comunalidad con la construccion de la secuencia de manera figural; la
operatividad y la designacién simbodlica en este caso se refiere a la verbalizacion y el uso de
objetos aritméticos sin dar cuenta de un proceso de generalizacion.

Cuadro 30
Produccién de Carlos y Vanesa, ftem 2b tarea 2

1
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Cuadro 30 (cont.).

Explica en este recuadro el procedimiento que utilizaste para solucionar las dos preguntas anteriores.
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Por otro lado, se puede determinar en algunos casos que los estudiantes llegan a una
generalidad aritmética ya que el nimero es visto como un representante de la comunalidad, es
decir, identifican las propiedades y relaciones entre cantidades, enunciando un fenémeno
general extendiendo las descripciones del método mds alla de un caso especifico, este procesoes
llamado principio general- regla global (Trujillo et al.,, 2009). En los siguientes casos
particularmente se evidencia la designacion a lo indeterminado con un nimero generalizadoo
también haciendo uso de simbolos que para el estudiante puede llegar a ser una caja donde
puede involucrar cualquier numero de mesas o de sillas, ddndole sentido a lo que Radford
(2010) plantea cuando afirma que no es una condicion el uso de letras para pensar y expresar
algebraicamente; en este caso, se piensa algebraicamente llegando a la etapa 3 en el procesode
generalizacion (faltando Uunicamente la deduccién de la férmula) pero, la accién de encerrar en
un circulo los valores que deben ‘variar’ y asignar alli unos casos particulares para probar la
propiedad comun , corresponde encontrar una clase de objetos que se satisface del mismo
fendbmeno o patrén, que segun Trujillo et al. (2009) es una generalizacion aritmética. Se
entiende que estos estudiantes relacionan los registros semidticos aritméticos y leguaje
natural, determinando al mismo tiempo un nimero que representa la comunalidadde todos los

términos en la secuencia de patrones (Ver Cuadro 30).

Cuadro 31
Produccion Juliana, tarea 2, item 4
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Ahora bien, algo que aparece recurrente en el estudio es el sentido que los estudiantes le
estdn asignando a sus representaciones reconociendo tres diferentes expresiones que
correspondenla misma generalidad de la secuencia, los cuales son: 2m + 2, m+ (m + 2), (m +
1)2, siendo m la cantidad de mesas; claramente los estudiantes reconocen la equivalencia
sintdctica y aun mas cuando deben operar con dichas expresiones, es decir, realizan

transformaciones de tratamiento (Ver Cuadro 32).

Cuadro 32
Produccion de Marena, Jesus y Vanesa, item 4 tarea 2
v Explica con tus palabras una regla que relacione el niimero de mesas y el ntimero .de sillas. —Y
<ﬂ><2) ‘Z :m v N~ b\\\@ﬁ 22 /\'2
by : 0 >\2 i
N (\'\Q(CJ( i L‘G
Y
v" Explica con tus palabras una regla que relacuone el nurn\ero de mesasy el nimero. dgllf/__\\ /._\,\
0 oz 70 Vesug /\)'( cod (ot Sk \c‘)\n‘m\ Cop y ron &8 vt—b”w)
D\.)'\ o 5 J \ % s P
1072 e auvon v do t’;’ 'O"L"I tls n(\\\,\ ) -
l(;'L‘:‘HO’) \_‘,\__/\_'__)7_,#/ L e/ __. e
£z x(f()g) esen Sengee e\ sunon degy Q\
i T “o‘) \O [\ Ao oo i
v" Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el nimero de sillas. ; A\ |
(R41)=9
%16@%6 al AR de me\al BU”‘C“\e - " qy2=
r\P\P ey ol edul- M(a\) S le YY"UH( ('CC“C( ' 18
\ J ~ L »
0O (@D e SexG nued
- veSular i) l/«/\mm % ree el
e Y el

100



Analisis grupal.

El analisis va a estar dirigido por encontrar elementos practicos que estén apoyados en
la teoria y, por consiguiente, a las categorias de analisis. Se analizaran los items 2y 4.

En este caso, se toma como primer referente el grupo 4 que hace una relacién muy
estrecha entre las expresiones aritméticas y la verbalizaciéon de sus procedimientos debido a
gue ‘identifican el patrén’, se evidencia un sentido de la indeterminancia ya que encuentran
una relacion entre el nimero de mesas y el nimero de sillas para cualquier cantidad.
Claramente, se determina un sentido operatorio, pero esta limitado por tratamientos
puramente aritméticos, las relaciones establecidas entre el nimero de sillas y de mesas estd
dada por el nimero de mesas multiplicado por dos y luego a este resultado se le suma el
nuimero dos (Ver Cuadro 33). Hay acercamientos a un tratamiento desde lo verbalizado a lo
escrito aritméticamente determinado como T: RS(N;) - RS(N}) donde se garantiza una
equivalencia sintdctica. A partir de este tratamiento entre representaciones, los estudiantes
logran hacer un reconocimiento del patréon y lo justifican bajo la identificacion de objetos
similares en la secuencia, cuya estructura estd generada por un resultado particular; aparte de
ello, es evidente que el tener una verbalizacién de procedimientos los estudiantes estan
considerando el principio general (comunalidad) por medio de la descripcién de estos métodos
aritméticos, esto en la taxonomia propuesta en Trujillo et al. (2009) corresponde a un nivel tres
en la generalizacion aritmética.

Algo que es importante resaltar, es que se encuentra una recurrencia en este grupo al
hacer transformaciones de tratamientos en ambas tareas aplicadas, en primer momento se
puede pensar que esos tratamientos son inducidos por los items de la tarea, pero para cada
una de las producciones evidencian una explicacidon y verbalizacion desde aquellas

representaciones que se movilizan en un RS(N).
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Cuadro 33
Produccién grupo 4. ftem 2, tarea 2

v' ¢Cuéntas sillas podemos colocar de esta forma alrededorde 7 me<ac? gy alrededor de 18 mesas?
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Explica en este recuadro el procedimieg( que utilizaste para solucionar las dos preéuntas anteriores.
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Existe una designacidon simbdlica a las mesas y a las sillas, sin embargo, se puede
evidenciar que hay representaciones en registros intermedios, es decir, los estudiantes utilizan
la expresion: # de mesas x 2 = y, donde existe una variable y la cual no tiene algun sentido
propio, pero luego de hacer y + 2 = N° de sillas, los estudiantes designan simbdlicamente el
numero de sillas permitiendo encontrar registros intermedios (Ver Cuadro 34), los dos
registros evidenciados para esta produccién son RS(N#) relacionado con un RS(L}). A esta
relacién de representaciones en diversos registros semidticos se denomina RS(N — L}).

En este grupo, los estudiantes encuentran la generalidad algebraica y realizan un
proceso para simbolizarla de manera alfanumérica: en primer momento establecen la
comunalidad, luego hacen una aplicacién de la comunalidad a términos de la secuencia vy, por
ultimo, establecen una relacidn entre la aplicacion de la comunalidad a diferentes términos que
no se encuentra dentro del campo perceptual, para deducir la expresién general.

Al momento en que los integrantes de este grupo construyen la expresion (que
representa lageneralizacién) incluyen todos aquellos elementos o variables que estan fuera del
campo perceptual, es decir, son conscientes de una comunalidad local y luego la generalizan a

todos los términos no sélo identificandola sino también simbolizandola (Radford, 2013).

102



Cuadro 34
Produccién grupo 4. ftem 4, tarea 2

v Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el nOmem.de sillas.
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Bajo el anterior criterio, es posible afirmar que cuando los estudiantes registran el
patrén y hacen la aplicacién de la comunalidad a los términos no dados (etapa 3), tienden a
desprenderse de ese numero generalizado para empezar a simbolizar el cambio con una
‘variable’ la cual tiene su propio sentido, de esta manera se hace mas facil la deduccién y
validacién de la férmula expresada. Mason (1996) afirma que si este proceso de registrar y
validar la expresion no se hace por medio de elementos que el estudiante maneja y conoce, lo
mas probable es que no se logre un proceso de generalizacién algebraica, en este caso, las
representaciones usadas por los estudiantes emergen de unas transformaciones que la
situacién conduce a construir.

Ahora bien, de acuerdo con las producciones y la entrevista realizada, es posible afirmar
gue este grupo realiza un proceso de abduccién algebraica no inducida, se usa el término
‘inducir’ ya que a diferencia de la tarea anterior aqui se le indica al estudiante que realice una

regla general.

Cuadro 35

Produccion grupo 3, item 2, tarea 2.
¥ ¢Cuintas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 7 mesas? ¢y alrededor de 18 mesas?
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Explica en este recuadro el procedimiento que utilizaste para solucionar las dos preguntas
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El grupo 3, para poder hacer relaciones entre el nUmero de mesas y el nimero de sillas,
acude a una RS(A3) que les permite encontrar solamente el total de sillas; pero es evidente
gue utilizan un argumento propiamente desde lo numérico y operatorio en este registro de
representacion (en los procesos de generalizacidn se entiende a esta accion como la validez de
la férmula), es decir, la férmula encontrada la dan por verdadera y eficiente para cualquier caso
donde tengan n cantidad de mesas, esta representacion utilizada por los estudiantes de este
grupo junto con las acciones previas, conforma una generalizacion algebraica que se constituye

hasta su ultima etapa (Ver Cuadro 36).

Cuadro 36
Produccién grupo 3. ftem 4, tarea 2.

v Explica con tus palabras una regla que relacione el niimero de mesas y el numero de sillas.

§ (22%2)4 9= I gre [ §%en
, 09 Nresos  N*alog
46 |
'\

(9 - 1)=8 (meos)
(ﬁnl\qw t 'H -

Registro algebraico

El uso de signos alfanuméricos se hace constante en cada uno de los grupos, ya que es
un medio con el cual los estudiantes pueden simbolizar la generalidad algebraica. En esta
actividad, como se evidencia en el cuadro anterior, los estudiantes le otorgan un sentido propio
a cada una de las variables involucradas en la expresion (n x 2) + 2 = m, la variable n
corresponde al nimero de mesas y la variable m es el resultado para el nimero de sillas siendo
evidente que en esta actividad la relacién de sillas-mesas se limitd al procedimientoaritmético.
Se presume los estudiantes no utilizaron ningun tipo de letras, pero si atienden areconocer la
generalidad desde el registro semidtico numérico, en palabras de Radford (2013) los estudiantes
estdn pensando algebraicamente, pero bajo casos aritméticos considerados como regla
general.

Finalmente, en el grupo 2 se evidencian unas relaciones entre expresiones aritméticas y

su respectiva verbalizacion ya que hay un sentido de indeterminancia, al identificar el numero
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de sillas teniendo la cantidad de mesas. Por otro lado, el sentido operatorio sobre esas
designaciones se determina por tratamientos aritméticos; para este grupo, aparte de la
verbalizacion de los procesos aritméticos, hay un uso de elementos en diferentes registros
semiodticos (Ver cuadro 37).

La equivalencia sintdctica, se presume que existe aun cuando los estudiantes persisten
en el mal uso del signo de igualdad, reconociéndolo como el separador de procesos y no como
una relacién de equivalencia entre dos cantidades; los dos registros evidenciados para
esta produccién son RS(NZ) relacionado con un RS(L3), a esta relacién de representaciones

en diversos registros semiéticos se denomina RS(NZ — L3).

Cuadro 37
Produccién grupo 2, item 2, tarea 2

v ¢Cuintas sillas podemos colocar de esta forma alr

2 s? Se garantiza una
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conversion entre la
primera expresion
verbalizada y la

. ) 3 ) segunda expresion
3 R -., 3 1 h m QSG aritmética
Explica en este recuadro el pmxﬂfmlept{ que utilizaste para solucionar las dos preguntas anteriores.
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Registros intermedios

Al igual que en el anterior cuadro en este caso, los estudiantes recurren a usar una
expresion dada en una RS(L%) mediada por elementos de RS(NZ), donde se evidencia una
conciencia algebraica al momento de registrar la generalidad y aplicarlo a los términos que no
se encuentran visibles en la secuencia de patrones. En este item se evidencia una conversién
desde la representacién aritmética RS(NZ2) a una representacién compuesta, es decir, cuando
los estudiantes utilizan la expresidn “al numero de sillas x 2 y sumarle 2” estan deduciendo una
formula que fue registrada por medio de una C:RS(NZ) — RS(N? — 13); se debe resaltar
en esta expresion o formula que los procesos mencionados por Mason (1996) se han cumplido

a cabalidad, tanto asi, que la transformacion de conversién implica una deduccién de la formula
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y la aplicacidon a los términos no dados estd mediada por la validez de la expresidon en la
RS(N2).

En resumen, a medida que los estudiantes van desarrollando la tarea,van sofisticando sus
expresiones (aritméticas) de modo tal que existe un desprendimiento del nUmero como objeto o
del numero generalizado y empiezan a construir representaciones que corresponden a una

generalidad algebraica (Ver cuadro 38).

Cuadro 38
Produccién grupo 2, ftem 5, tarea 2

v Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el nimero de sillas.

ulin Mesod
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Representaciones en registros
semioticos intermedios

Subfase de exploracion 3: tarea no. 3

Anadlisis general.

En esta tarea, los estudiantes debian encontrar las relaciones entre el niumero de los
dobleces, las partes en que se divide el papel y las marcas que quedan reflejadas. Se entienden
por dobleces aquella accidn reiterativa que hace el estudiante para doblar en dos partes iguales
una hoja (numero 1 en el grafico 6), las partes son el nUmero de divisiones en la que finalmente
gueda en la hoja (numero 2 en el grafico 6) y las marcas son aquellas sefiales que evidencian un
doblez (nimero 3 en el grafico 6); en el siguiente gréfico se muestran cada uno de estos

elementos que se trabajaron en esta tarea.
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Grdfico 5. Distincion entre el doblez, la division de la hoja y la marca reflejada.

Las relaciones que se debian establecer entre aquellos tres elementos involucrados en la
situacién corresponde a que no es inmediata la respuesta a establecer la regla general que
posibilite encontrar el nUmero de marcas con respecto al nimero de dobleces; por esta razén,
hubo diversidad en las producciones grupales en donde intentaban dar explicaciones no muy
detalladas matemadticamente de cada una de las variaciones. El 75% de los estudiantes logré
establecer cualquier tipo de relaciones entre lo aritmético y lo tabular, algunos de ellos
utilizaron representaciones que corresponden a un registro algebraico, haciendo un trénsito
debidamente justificado en representaciones propiamente aritméticas.

A lo primero que acudieron los estudiantes fue a utilizar representaciones que estan
sometidas a involucrar elementos que no estdn concreta o visiblemente en la situacion, es
decir, en palabras de Radford (2010) se reconoce la inexistencia de elementos asignando un
sentido de indeterminancia que estd relacionado Unicamente con una abduccién analitica y por
ende a la expresion verbal del patrén; luego de ello, con estas representaciones realizan ciertas
operaciones para identificar posibles relaciones entre los elementos visibles con los no visibles,
lo anterior permite decir que los estudiantes registran el patrén (aplicacidon de la comunalidad a
términos no dados) y hacen un esfuerzo grande para generalizar algebraicamente (Radford,
2013; Mason, 1996). Dentro de las categorias de anadlisis no hay algo que permita clasificar las
tabulaciones como una representacién propia de un registro semidtico en particular, sin
embargo, se ha evidenciado que el caracter operatorio que se establece es desde las
operaciones bdsicas con el conjunto numérico de los naturales; lo anterior lleva a pensar que
segun lo mencionado por Trujillo et al. (2009), los estudiantes en un primer momento pasan
por identificar y usar el numero y sus operaciones como representante, colocando valores

especificos para referirse a lo general o nombrar la comunalidad, es decir, la percepcion del
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patrén se asocia a una clase de objetos donde se definen todos los elementos de la secuencia
que satisfacen el mismo patrén (Mason, 1996).

En este caso, se evidencia el transito que tienen los estudiantes para reconocer lo
indeterminado y el sentido operatorio que le asignan a dichas representaciones aritméticas.
Entonces, es comun que los estudiantes empiecen a probar sus hipdtesis con casos particularesy
asi mismo, este proceso de abduccién desde lo numérico les permite encontrar la comunalidad

o regularidad propia de la situacién (Ver cuadro 39).

Cuadro 39
Produccion grupo 2, tarea 3.

31:'3\@‘:‘.{ \ 7{9\; " 9
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Como puede observarse en el cuadro anterior, los estudiantes de este grupo empezaron
a probar una de las regularidades encontradas la cual tenia que ver o se aproximaba a elevar la
cantidad de dobleces al cuadrado; luego de ello, empiezan a probar y a instaurar reglas y
operaciones de los numeros naturales para asi determinar una expresiéon que les posibilitara
escribir dicha relacién exacta. Dado lo anterior, no es posible determinar una regla que les
permita encontrar todos los términos de la secuencia, en este afan segun Radford (2010) se
podrian identificar procesos de abduccidn que parecen puras adivinanzas o un juego de
operaciones y numeros ya que ninguna de éstas es el resultado de la inferencia de
comunalidad.

En el fragmento de la entrevista E12 se proponen argumentos concretos acerca de
algunos procesos de abduccién, sin que los estudiantes puedan encontrar directamente la

expresion adecuada que represente la generalidad.
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En el dltimo fragmento de la entrevista, es evidente cuando uno de los integrantes de
este grupo lleva la iniciativa de usar otro tipo de representacién separada de la numérica, él
indica “estamos haciendo una tabla para que podamos encontrar mds rdpido los resultados”
(Juan, E12) se evidencia la necesidad de justificar cada uno de los procedimientos hechos y
ademas el intento de encontrar alguna regularidad que permita hallar una expresién mejor

elaborada que represente la generalidad.

Anadlisis grupal.

El andlisis va a estar dirigido por encontrar elementos practicos que estén apoyados en
la teoria y, por consiguiente, a las categorias de analisis; los items 3 y 4 de esta tarea, seran
expuestos a analizar.

Para esta tarea el grupo 2 ve la necesidad de construir una tabla de valores para poder
determinar algunas relaciones entre las tres variables trabajadas en la situacién (dobleces,
marcas y partes), en este sentido los estudiantes construyen una representacién que los
posibilita, aun mas, a realizar operaciones en el sistema de numeracién y poder hacer un
proceso de induccién ingenua (Radford, 2008); dicha nueva representacién transita por
supuesto por representaciones que se encuentran en dos registros de modo tal que se
considera como RS(NZ — A?). Esta representacién es un puente para que los integrantes del
grupo encuentren el patrén, ya que reconocen la comunalidad, asignan una expresion
semidtica.

Dado lo anterior, los estudiantes de este grupo proponen una relaciéon de variables por
medio de una tabla (cuadro 40) en donde se puede evidenciar que hacen un intento para
encontrar regularidades como por ejemplo cuando el nimero de dobleces es par o impar, la
caracteristica que tienen el numero de marcas entre otras, cada una de estas relaciones
establecidas corresponde al uso de operaciones, es decir, los integrantes de este grupo le
empiezan a dotar un sentido operatorio a dichas representaciones (operar sobre objetos

especificos), trabajar con lo particular desde lo general (Rojas, 2014).
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Cuadro 40
Produccion grupo 2, tarea 3

Luego de hacer varios calculos (algunos sin resultado éptimo) los estudiantes de este
grupo establecen un sentido de indeterminancia a partir de las relaciones dadas por las partes y
los dobleces para poder hallar el niUmero de marcas, es decir, la designacidon semidtica y el
sentido operatorio hasta este momento estuvieron enmarcados por representaciones
puramente aritméticas (ensayo y error) que transitaron por la tabla que disefaron ellos
mismos, a estas representaciones se denominan RS(N?), que se puede encontrar en el cuadro
11. De este modo, los estudiantes persisten inicialmente en enunciar numéricamente una regla
qgue describa la ‘féormula’, llegando a un proceso de generalizacion aritmética correspondiente a
un procedimiento descriptivo de un método al momento de hallar un término desconocido.

Cabe aclarar que, en este caso, los estudiantes luego de hacer dichos procedimientos
ingenuos para encontrar la ‘expresion simbdlica’ que represente la generalidad, persisten en
una dificultad que reporta Kieran (2007) con relacién al uso del paréntesis cuando los
estudiantes realizan la operacidon 52 - 5 = 25, en este caso al resultado se debe restar la base
respectiva 25 - 5 = 20; también se evidencia en otro caso el mismo procedimiento de elevar al
cuadrado el nimero de dobleces y restarle a dicho resultado el nimero de dobleces recalcando
en la dificultad con el sigho de igualdad 22 = 4 - 2.

De acuerdo con lo anterior, la primera expresidon que se dedujo en un lenguaje natural
RS(L?), que luego de varias intervenciones empezé a convertirse en una expresién simbdlica
que podia clasificarse en RS(A?%); en palabras propias de los estudiantes la representacién que
corresponde al registro semiotico lenguaje natural es “...elevar al cuadrado los dobleces que

hacemos y luego le restamos el mismo numero que tenemos al principio...” (Juliana, E13)
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mientras que la representaciéon que esta clasificada en un registro semidtico algebraico
corresponde a uno mencionado textualmente como “...es una férmula como d?> - d = m...”.
(Daniel, E13). En E13 se observa cdmo nacen ambas expresiones que a simple vista tienen una
estructura informal pero la induccidn para llegar a ambas no fue ingenua.

De acuerdo con lo anterior, en el grupo emerge una expresion simbdlica con atributos
asociados a la generalidad, pero se evidencia que no pertenece al patrén de la situacion, es
decir, la abduccidn corresponde a la propia fdrmula ya que el proceso hecho y su sentido
operatorio se enfocan en dicha representacién sin aplicarse a todos los términos de la
secuencia. Segun Radford (2008) estos estudiantes hacen un esfuerzo para realizar el proceso de
abduccién que se compara con descifrar una expresiéon sin que sea el resultado de la inferencia
de toda la comunalidad, sin embargo, dentro del proceso de generalizacion aritmética existen
dos categorias que permiten justificar el hecho de no encontrar la expresién algebraica
adecuada. Segun Trujillo et al. (2009) los estudiantes en un primer momento determinan la
comunalidad desde los ejemplos particulares, luego de ello reconocen la estructura de dichos
elementos de la secuencia de patrones para luego aplicarla por medio de operaciones
aritméticas a objetos que no estan dentro de la secuencia.

De este modo, el grupo alcanza a determinar un principio general en el proceso de
generalizacion aritmética (Ver cuadro 41), que se evidencia cuando toman un valor especifico y
lo reconocen como una regla irrefutable; en el siguiente fragmento se propone realizar dicha
accién: “cuando tenemos esos resultados empezamos a hacer operaciones para poder
encontrar el nimero que necesitamos, ahi restamos al azar” (Kevin, E13, 14).

La ultima intervencién del profesor en la entrevista E13 permite que los estudiantes
reflexionen sobre la expresidon creada y al mismo tiempo que tengan un sentido critico acerca
de las intervenciones de sus compafieros. Rojas y Vergel (2013) indican que este tipo de
acciones posibilitan que los estudiantes presten menos atencién a manipular simbolos sin
sentido y memorizar procedimientos.

Como la RS(A?), que encuentra el grupo no es viable para hallar todos los términos de
la secuencia, el Luis propone una representacion (escrita) que corresponde a una formade

expresar la indeterminancia, encontrando la comunalidad para todos los términos conocidos y
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no conocidos; en este sentido, los estudiantes reconocen una estructura espacialy numérica,
posibilitando los procesos de generalizacidon aritmética con un sentido algebraico, al igual que en
casos anteriores, el reconocimiento de esa generalidad estddada por la ejemplificacion y la
descripcion de un procedimiento, dado que existe una transformacién C:RS(L%) —
RS(N2), existe un registro de dicha propiedad comin que se puede aplicar a términos no
dados, definiendo una serie de objetos que estdn dentro de la secuencia de patrones por medio
de la identificacion y definicion propia de la de generalizacién aritmética, sin embargo hay un
acercamiento a dicho principio general (generalidad del patrén) a una expresién con un sentido
algebraico, la cual se da cuando el estudiante verbaliza dicha representacion aritmética y asigna

a la variable numero dedobleces”, da por hecho que sirve en cualquiera de los casos.

Cuadro 41
Produccion grupo 2, tarea 3, item 5

3. Explica con tus palabras una regla que relacione el niimero de dobleces con el némero de marcas,
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En el cuadro anterior puede verse que existe una nueva representacion que
corresponde a la generalidad, una representacién de tipo RS(L3) donde se verbaliza la forma
para hallar el nimero de marcas cuando se conoce el numero de dobleces, y aparte de ello
realizan una RS(N2), esta nueva representacién es para ellos un argumento que justifica su
‘féormula’ cuya destrezas adquiridas son las de traducir relacionar, tabular y graficar y la
concepcién de dlgebra se trabaja desde la aritmética generalizada y el estudio de relaciones
entre cantidades(Usiskin, 1988). Esta traduccion de la representacion en un registro semidtico
algebraico (cuadro 41) a una representacién del registro semidtico lenguaje natural se

considera como la siguiente conversién de representaciones C: RS(A3) — RS(L?).
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También se considera que dentro de la RS(NZ) existe una conciencia, un buen uso
del sigho de igualdad y elreconocimiento del caracter operatorio del objeto, esto implica que
se garantiza la letra como nimero generalizado (Rojas, 1999), lo cual se denomina como un
T:RS(N2) - RS(N}).

Por otro lado, el grupo 1 (Viky, Luis, Antonio) también empieza a realizar relaciones entre
las cantidades conocidas, en un principio se reconoce el sentido de la indeterminancia porque
dejan espacios a aquellos valores que no son visibles en la situacién; los estudiantes de este
grupo realizan una tabla muy parecida a la del grupo anterior estableciendo relaciones de
paridad y de orden para asi determinar una comunalidad que no sdlo se asocie a los primeros

términos de la secuencia sino a aquellos desconocidos (Ver cuadro 41).

Cuadro 42
Produccion grupo 1, tarea 3, item 3.

Relacion de paridad y relaciones & A
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<7
/" 7
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¢ Cuantas marcas creen que aparecen si se hacen 15 dobleces?
’

— —

Como se desprende del cuadro, los estudiantes realizan una serie de operaciones dentro
del sistema numérico correspondientes a suma y multiplicacidn, la representacion que nace en
este proceso de abduccién se determina como RS(Ni), en donde existen unas
transformaciones en el mismo registro semidtico (tratamientos puramente aritméticos) vy
ademas puede inferirse que estan cumpliendo con el uso adecuado del signo de igualdad; de
igual modo, cuando hacen la relacidon entre el nimero de partes y el nUmero de marcas
identifican que es uno menos pero el problema radica en hacer la relacidon de dobleces con el
numero de partes.

En este momento (E14), los estudiantes encuentran por medio de la discusién vy la

participacién de cada uno de ellos la relacion existente entre las partes con el nimero de
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dobleces. Cuando uno de los integrantes del grupo afirma “multiplicamos siete veces el numero
dos” (Viky, E14, 41) estd mostrando que esa generalizacién es de tipo aritmética cuyas
destrezas asociadas a dichos procesos fueron la traduccién y la relacién entre cantidades; por
este hecho, aparece una RS(N}) que evidencia la forma que procede el grupo cuando el
profesor les pide encontrar el nimero de partes luego de realizar 7 dobleces, lo realizan por

medio de una multiplicacion reiterada (Ver cuadro 43).

Cuadro 43
Produccion grupo 1, tarea 4

l’j <) :/./ ) \/,}\ T :L- 1P Yfi Multiplicacion
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Luego de establecer esta relacion entre ambas cantidades, el profesor realiza una serie
de preguntas que llevan a los estudiantes a incluir otra cantidad a la relacién: marcas; para ello,
toma las mismas representaciones aritméticas que surgieron en la tarea para poder encontrar
la expresidn que permitiera calcular el nimero de marcas teniendo la cantidad de dobleces. En
este proceso, el grupo realiza una transformacién que va desde las representaciones en el
registro aritmético, luego pasan a ser del registro semidtico lenguaje natural y por ultimo
llegan a una representacion simbdlica desde el registro semidtico algebraico; asi pues, se
tiene una doble conversién de representaciones C: RS(N}) — RS(LY) - RS(A}).

El momento crucial donde se puede encontrar dicho proceso de conversién es cuando
en el fragmento 41 de la entrevista (E14) Viky propone una forma aritmética para determinar el
nlimero de partes cuando se detiene el nimero de dobleces, otra representacidn aparece en el
fragmento 51 (E15) cuando la misma estudiante verbaliza la posible expresidon que relaciona
directamente el numero de dobleces con las marcas dejadas, es decir, por medio de una

transitividad se puede afirmar que existid una conversidon que finalmente se puede expresar asi
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RS(N}) — RS(A7), donde existen unas transformaciones intermedias que permiten relacionar
estas dos representaciones.

En E15 se justifica el surgimiento de dos representaciones en diferentes registros
semioticos. En el fragmento 53 de esta entrevista el grupo determina una expresion
equivalente a la dicha por Viky en el fragmento 51, lo que mas llama la atencidn es que se
esperaba que los estudiantes escribieran en lenguaje natural dicha generalizacion, por el
contrario, vieron la necesidad de utilizar simbolos algebraicos que conduce a la representacion

RS(A}), donde explican cada una de las variables utilizadas (Ver cuadro 44).

Cuadro 44
Produccion grupo 1, tarea 3, item 5.

5 Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de doble 1 5
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' Conversion de las dos representacn':nes elaboradas

Subfase de exploracion 4: tarea no. 4

Andlisis general.
Para esta actividad, los items a analizar fueron 1, 2 y 3 debido a que hay mas
informacidén en las producciones, ademas los estudiantes debian por medio de estas preguntas
hacer un proceso de induccién y llegar a construir una representacién que modelara la situacién
poniéndola en juego en el item 4.

Se han encontrado de manera general tres estilos de producciones, la primera que se va
a mostrar corresponde al 20% del grupo que utilizan representaciones pertenecientes al registro
semidtico lenguaje natural; para este tipo de representaciones, los estudiantes acompaian
cada una de sus verbalizaciones con operaciones y expresiones numéricas que posiblemente

validan sus argumentos, haciendo uso de las tablas como medio para encontrar regularidades;

por otro lado, las verbalizaciones que hacen estos estudiantes tienen de por si una explicacién
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detallada y aparece en varias representaciones la palabra ‘sucesivamente’, lo cual para Villa
(2016) es una forma de reconocer lo que no estd determinado en una situacién, lo que no se
puede ver.

Al leer cada una de las verbalizaciones hechas es posible determinar que los estudiantes
reconocen la comunalidad en la secuencia del patrén, son conscientes de que hay elementos no

visibles y operan sobre aquellos que aparecen en la secuencia (Ver cuadro 45).

Cuadro 45
Produccion Fernando, tarea 4, item 1.
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En el cuadro anterior puede observarse que Fernando establece una relacidén entre una
expresion aritmética y la verbalizacién, aunque cabe resaltar que el significado local asignado a la
verbalizacidon estd asociado a una combinacién mientras que el que tiene la expresion
aritmética es asociada sumatoria descendente de términos; dado lo anterior, se presenta a
partir de un trabajo individual, una C: RS(N;*) - RS(L}T). Del mismo modo, es curioso que
este estudiante utiliza una representacién de tipo tabular para organizar los resultados
obtenidos bajo su hipdtesis inicial, este tipo de acciones se presentan recurrentemente luego
de haber realizado la tarea niumero 3 en donde los estudiantes debian organizar sus datos en
tablas.

Como se dijo anteriormente, esta tabla que hace Fernando contiene una serie de
operaciones iniciales que le permite encontrar hipoétesis sobre el comportamiento del patron,

apareciendo la palabra ‘sucesivamente’ como medio para reconocerlo (Ver cuadro 46).
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Cuadro 46
Produccion Fernando, tarea 4, item 2.
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Por otro lado, los otros tipos de producciones evidenciadas en esta tarea son las
gue pertenecen al registro semidtico figural, estas representaciones fueron usadas por el
25% de los estudiantes y consiste en una relacidn biyectiva entre un dibujo y un valor
especifico de la situacidn; estas representaciones conducen a que el estudiante realice
dibujos para poder identificar el patrdn, es decir, que la operatividad se construye por
medio de dichas figuras; en un primer momento, la estudiante Juliana realiza una relaciéon
entre la primera ronda de saludos, propone dibujar 7 personas e indica que en el primer
saludo hay 6 estrechones y luego va disminuyendo un estrechén hasta que llegue a un
estrechon (corresponde a la ultimapersona), dicha asociacidn figural estd acompafiada no
de representaciones numéricas sino de una verbalizacion escrita de la estrategia (Ver

cuadro 47)

Cuadro 47
Produccion Juliana, tarea 4, item 2.

2. Si el grupo no fuese de 4 persona sino de 7 personas, ¢ cuéntos estrechones de mano se dieron en toral
las 7 personas? :
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Otra forma para representar en el registro semiético figural es dibujar las personas
ubicadas de forma circular y establecer el nimero de estrechones hechos por cada uno, de
modo tal que se reconoce la indeterminancia y los elementos que no estan presentes en la
situaciodn, la operatividad esta relacionada con elementos aritméticos (suma de naturales). Para
este caso, el Luis percibe el patrén, lo expresa, pero no lo registra con algun tipo de simbolo
alfanumérico, esto no implica que no haya generalizado, pues al contrario esta accidn
corresponde a una generalizacion aritmética.

Finalmente acompafia esta representacion con una tabla que posibilita ver de manera
mas expedita las relaciones existentes entre la cantidad de personas y el numero de
estrechones que se dan al momento de saludar, verbalizando o determinando una
representacion del registro semidtico lenguaje natural; por lo anterior, esta estudiante
construye una relacion entre estastres representaciones pasando de una a otra sin problema
(Ver cuadro 48), aludiendo a una triple transformacién C:RS(L3E1) - RS(NZ#E1) —»

RS(Flz:El).

Cuadro 48
Produccion Luis, tarea 4, l’tem 2
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Las representaciones de un grupo pequefio de estudiantes aln no se desprenden de lo
puramente aritmético, para este caso Viky que lleva un proceso de generalizaciéon en cada una
de las tareas mas avanzado, en la solucidn de esta tarea identifica un patrén y por supuesto lo
registra de manera aritmética, es posible que esta estudiante reconozca lo indeterminado, el
caracter operatorio y la designacién simbdlica esta limitado solo por expresiones aritméticas

(Ver cuadro 49). Cuando se le pregunta por la relacién existente entre el nimero de personasy
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la cantidad de estrechones, ella representa desde una RS(LYE1) cada una de las operaciones
aritméticas hechas para mostrar el patrén y la regularidad, por loque existe una RS(N1E1). La
estudiante trabaja (operativamente) con cantidades no conocidas de la situacidon al momento de
encontrar algun valor: “Pues en este caso me di cuenta que la primera persona daba, la cantidad
de estudiantes menos uno, un estrechon menos porque no se puede dar él mismo, de ahi iba
disminuyendo uno por cada persona que saludaba (respuesta de Viky)”.

En la respuesta dada por la estudiante la expresion disminuyendo uno hace referencia a
una reiteracién que presenta el patrén de la situacién y precisamente la generalizacién es

usada por medio de la representacién en el registro semidtico lenguaje natural.

Cuadro 49
Produccidn Viky, tarea 4, item 3
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Anadlisis grupal.

Luego de hacer el trabajo individual, cada uno de los estudiantes pasd a hacer la
actividad, de modo tal que, pudieran hacer el experimento de manera real, dando los
estrechones de manos respectivamente; en este momento, se evidencid que muchas de las
producciones hechas individualmente cambiaron de rumbo, ya que podian encontrar ain mas
relaciones entre las cantidades involucradas. Un ejemplo de lo anterior se observa al analizar

las producciones del grupo 4, el cual realiza una tabla para encontrar todas las regularidades
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posibles pero algo que llama la atencidén es que incluye una notacién de los tres puntos
seguidos, lo cual implica que desde el inicio del trabajo colaborativo, los integrantes entienden
que existen valores desconocidos que poseen la mismas propiedades; la comunalidad en este
grupo es entendida como la reiteracidn del patréon en cada término no presentado en la
secuencia, donde se relacionan dos valores del nimero de personas para asi determinar el
numero de estrechones.

Para este caso, es posible afirmar que los estudiantes en el primer momento (trabajo
individual) transitan por cada uno de los procesos para que pueda denominarse como una
generalizacion aritmética: identifican por medio de propiedad una dinamica que se extiendea
los términos dados y a los no visibles en la secuencia (relacion numero de personas vy
estrechones). Luego determinan la propiedad comun, las representaciones y las situaciones
(identifican una estructura numérica o comportamiento dado por las relaciones entre
cantidades); construyen un enunciado del patrén observado por medio de la descripcion de un
método que se extiende mas alld de un caso particular. En este sentido, uno de los integrantes
del grupo 4, indica cédmo encontrar numéricamente la forma para hallar la cantidad de
estrechones “Al gincipio solo empezamos a darnos saludos y vimos que se sumaban de para
atrds, como si se fueran disminuyendo de 1 cada vez que saluddbamos” (Joe, E16, 20); por
ultimo, los estudiantes en la parte individual definen una clase de objetos (términos) que hacen
parte del patrén (Ver cuadro 50).

Ademas, aparecen unas expresiones con simbolos alfanuméricos que estan relacionadas
entre si, los integrantes de este grupo hacen una jerarquia entre dichas designaciones
simbdlicas involucrando tres procesos de generalizacion (percibir, expresar y registrar el
patrén); se evidencia que hay una relacidn entre las representaciones que se encuentran en los
registros semidticos numérico y algebraico, dando a cada letra utilizada una funcién o

significado propio dentro de la situacion.
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Cuadro 50
Produccion grupo 4, tarea 4, item 2

2. Si el grupo no fuese de 4 personas sino de 9 personas, ¢cuantos estrechones de mano se daran en toral
las 9 personas?
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representaciones

Como se puede ver, este grupo por medio de la representacién numérica tabular logran
establecer unas relaciones entre ambas magnitudes y logran registrar esa comunalidad a
términos que no se encuentran en la situacidn, por esta razén aparecen las expresiones p -1 =
0;0 xp =n;n+ 2 = # estrechones. Estas expresiones tienen algo particular y es quecontienen
simbolos alfanuméricos y del lenguaje comun, es decir, aparece un registro semibtico
intermedio RS(A] — L}) que posibilita representar y generalizar algebraicamente el patrén de
la situacién; por medio de las propiedades de la igualdad (especialmente la transitividad) se
puede inducir que la expresion final que el grupo ha construido es(p - 1) xp +2=#
estrechones , donde el término p en la situacion corresponde al nimero de personas.

La forma cdémo los estudiantes validan esta nueva representacion o mejor, la
generalizacion del patrén utilizando el RS(A] — L%), es por medio de la verbalizacién y la
argumentacién dada por todos los integrantes, afirmando que ésta surge por la multiplicacion
de la cantidad de personas con el valor anterior, para luego dividirlo entre dos; del mismo
modo que si funciona para los términos visibles de la secuencia se puede aseverar que dicha
expresion ya es la caracteristica comun que funciona para cualquier valor:

El proceso de induccion en este grupo se hace por medio de la comunicacién y uso de
operaciones en el sistema de numeracién, en la entrevista (E16) se evidencia un consenso para
nombrar la regularidad, los estudiantes encontraron una relacion por medio de la tabla
realizada multiplicando términos de esta (Ver cuadro 50); asi, cuando los estudiantes hacen la

equivalencia entre la representacion RS(A} —L%), con la verbalizacién que se caracteriza
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como una RS(L%), encuentran la transformacion C: RS(AT — L3) — RS(L3).

Cuadro 51

Produccion grupo 4, tarea 4, item 3
3. Explica si encuentras una relacién entre el numero de personas y la cantidad de estrechones de mano que

se dan.
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Bajo la misma dindmica de trabajo del grupo anterior, se toma como referente las
producciones y lo realizado por el grupo 3 (conformado por Laura, Marena, Yetel y Vanesa),
precisamente porque no tuvieron mayor participacion en la tarea anterior; en el desarrollo de
esta tarea, este grupo construye una tabla que les permite relacionar las cantidades
involucradas en la situacidn (estrechones de manos y nimero de personas). Asi como en el
grupo anterior, aqui aparece algo curioso que posibilita pensar que hay un reconocimiento del
patrén, donde es llevado a términos que no son visibles para ellos.

La situacién plantea encontrar la cantidad de estrechones que se dan 9 personas, bajo
este criterio los estudiantes no realizan el experimento, sino que establecen algunas
caracteristicas de la secuencia, de modo tal que hay una operatividad desde expresiones
puramente aritméticas; la herramienta utilizada en ambos grupos posibilita percibir y expresar
el patron (Ver cuadro 52), determinando las reglas necesarias para luego construir una
expresion que represente la regularidad: estas reglas emergen gracias al método de ensayo y
error, luego de varios intentos fallidos encuentran diversas relaciones y desechan las que no

van a usar indicando: “ninguna de estas reglas funcionan”.
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Cuadro 52
Produccion grupo 3, tarea 4, item 2

2. Si el grupo no fuese de 4 personas sino de 9 personas, ¢cuantos estrechones de mano se daran en toral
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A continuacién, por medio de tratamientos de representaciones en el registro semidtico
aritmético y la construccion de tablas el grupo encuentra una expresion algebraica que
corresponde a la generalidad del patrén; en este sentido, ambos grupos mencionados en el
desarrollo de esta tarea representan la comunalidad utilizando simbolos alfanuméricos, y a
cada una de estas variables les asignan un rol propio de la situacién (Ver cuadro 53). Es
evidente que no existen problemas en el uso del signo de igualdad y ademas de ello, hay
dos representaciones equivalentes RS(L}), y RS(A3), cuando lo estudiantes hacen un

transito entre la representacién algebraica y su respectiva verbalizacién (en este caso se

convierte en la justificacién de la eleccién de dicha expresién), existe una C: RS(L) — RS(43).

Cuadro 53
Produccion grupo 3, tarea 4, item 3
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La designacidon simbdlica que el grupo 3 realiza tiene caracteristicas comunes con la

gue construyeron en el grupo 4 ya que presentan una explicaciéon de cada uno de los
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términos utilizados: n x m =y, y + 2 = s donde n corresponde al numero de personasy m es el
nimero anterior de personas, la expresiéon la validan por medio de un ejemplo numérico,
usando la letra como nimero generalizado, es decir, se ve la letra como representante de
valores de tal modo que por medio de los procesos de comunicacidon y compartir todas sus

respectivas producciones, logran validarla (Ver cuadro 54).

Cuadro 54

Produccion grupo 3, tarea 4, item 3

3. Explica si encuentras una relacién entre el numero ¢
se dan.
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Subfase de exploracion 5: Tarea 5

Para el andlisis de esta tarea se tendrd en cuenta el tipo de representaciones que los
estudiantes utilizaron para nombrar la generalidad de un patrén figural y las formas que los
estudiantes relacionan esas representaciones con otras usadas en la tarea anterior, por esta
razénsolamente se analizan las producciones grupales y fragmentos de la entrevista grupal para
poder justificar cada una de las afirmaciones.

En su mayoria, los estudiantes pudieron representar la generalidad con elementos
propios del algebra como son los simbolos alfanuméricos. De manera general, los estudiantes
tuvieron un transito entre representaciones pertenecientes al registro semidtico figural
(dibujos), registro semidtico aritmético (elaboracién de tablas) y el registro semidticoalgebraico
(fdrmulas encontradas), dicho transito fue muy minucioso desde lo figural, tanto asi que paso a
un segundo plano cuando los estudiantes se dieron cuenta que era una suma reiterada de
valores (caracteristica similar a la tarea anterior). Por esta razon, los estudiantes hacen un

proceso de abduccidén no ingenua que permite encontrar una relacidon entre la configuracién de

124



puntos y su respectiva posicidon, a partir de una suma reiterada ascendente; cuando los
estudiantes encuentran que el resultado total de puntos estd relacionado con la suma
reiterada empezando desde cero, asocian esta situacién con la tarea de los saludos.

Como se evidencia en E17, los estudiantes perciben, expresan y registran el patron de
manera aritmética, pero asocian la comunalidad actual a una que ya habian trabajado en Ila
sesidon anterior. Sin embargo, realizan el mismo proceso inductivo para hallar una expresion
alfanumeérica que represente la situacion (Ver cuadro 55); ademas de ello, hacen una relacion
entre tres variables consideradas en la situacién como la posicidn, la configuracién y la cantidad
de puntos: “Era como en el taller anterior profe, es una suma pero en este caso va aumentando;
yo me acuerdo en la de antes era como 4 +3 +2 + 1 + 0 o bueno ahi el cero no vale, pero acd es
al revés pero con la misma suma 1 + 2 + +3 + 4...”(Yethel, E17, 59). En este caso, se evidencia el
sentido de la indeterminancia cuando reconocen la comunalidad llevada a términos que no se
conocen en la tabla (lo asignan con tres puntos suspensivos) y el caracter operatorio desde

representaciones aritméticas.

Cuadro 55
Produccion grupo 3, tarea 5, item 2

2. Describe la configuracion y su respectiva posicion cuando el total de puntos es 210
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De esta manera el grupo 3 induce una expresion similar a la trabajada en la sesidn
anterior, con una pequefia variacién en cuanto al orden de los factores, ellos indican que como

en este caso para la suma cambia el orden de los términos, asi mismo debe suceder con los
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factores: esto puede generar sospechas que los estudiantes a pesar de que validan el mismo
patrén y la misma forma de asignar simbdlicamente las representaciones no guardan una
equivalencia sintactica.

De esta manera, el grupo 3 logra designar simbdlicamente esa indeterminancia,
convierte el patrén en una forma particular de realizar sumas. Al centrar la mirada en la forma
gue Vanesa registra el patrén o lo designa, se reconocen una serie de representaciones que se
encuentran en el registro semidtico lenguaje natural y en un aritmético combinadas, ella dice
“coger la cantidad anterior que es n — 1 = m y se multiplica” (Vanesa, E18, 71), entonces
estariamos hablando de un registro semiético intermedio dado por RS(N; — L3).

Cuando validan la anterior expresiéon por medio de ejemplos concretos, el grupo hace la
conversion de esta representacion a una mejor elaborada que contiene simbolosalfanuméricos
y en el uso de cada variable, le asignan un significado propio de la situacion (Ver cuadro 56),

dicha conversién se denomina RS(N: — L3) - RS(43).

Cuadro 56
Produccion grupo 3, tarea 5, item 3

3. ¢Encuentras alguna relacion entre la cantidad de puntos, la posicién y la configuracion de puntos?
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Practicamente todos los demds grupos actuaron de la misma manera para poder
nombrar la generalidad dado a que en el proceso de comunicacién y validacién, cada uno de los
aportesde los integrantes sirve para construir esa representacion algebraica. Las expresiones a
las que llegaron los estudiantes se comprueban de manera aritmética y siempre hay una
movilizacion entre estas dos representaciones, los integrantes del grupo 4 utilizan una serie de
expresiones que por medio de transformaciones de tratamiento llegan a una representacion
abreviada del patroén.

En esta tarea, es posible visualizar cémo los estudiantes pasan por los cuatro procesos
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de generalizacion que menciona Mason (1996) y se evidencia un trabajo arduo por parte de los
estudiantes para poder dar explicacion a la representacion algebraica por medio de la
identificacion de la comunalidad en la secuencia de patrones, el caracter operatorio de las
expresiones aritméticas y algebraicas y por ultimo la designacidn simbdlica de esa generalidad.
Cabe aclarar que los procesos de validacién de cada una de las expresiones, se da por

representaciones de tipo RS(Ny'), como se evidencia en el cuadro 57.

Cuadro 57
Produccion grupo 4, tarea 5, item 3

W= PoSicial \ — 1 *:.j ,ij‘\ A G e
3= pesiees aulerine NoX =M - ] )
P s B el ’ \ [ & RS0 =
2= los puntes que "M Tz =R : 0%

= Mer\\~e\ a \.c‘ ' v " il =% ‘I Apey, =
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s |
7 Validacién a través del transito entre representaciones de diferentes|
registros semioticos|
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MOMENTO V

Propésitos proyectados

Caracterizacion de los tipos de pensamiento algebraico que desarrollan los estudiantes
cuando realizan tareas de reconocimiento de patrones

El reconocimiento de patrones y regularidades es una de las vias posibles para introducir
el estudio del Algebra Escolar y coadyuvar al desarrollo del
pensamiento/razonamiento/raciocinio matematico de los estudiantes; este asunto ha sido
abordado por investigadores interesados en la ensefianza y el aprendizaje del Algebra, tales
como Orton & Orton (1999), Barboza & Borralho (2011), entre otros, quienes sostienen que la
proposicion de tareas matemadticas, intelectualmente exigentes (Gonzdlez, 1998), que
conducen a la busqueda, reconocimiento y explicitacién de regularidades y patrones propicia el
desarrollo de competencias matemadticas importantes, tales como: formulacién y verificacion
de conjeturas; comunicacion de ideas matematicas usando diferentes modos de
representacion; formulacién y prueba de generalizaciones que, de acuerdo con lo que sostiene
Fouche (1997), son caracterizadoras de los estudiantes a quienes este autor denomina
“algebraicamente competentes”, que son aquellos que, durante la realizacidon de actividades
matematicas, ponen en juego procesos cognitivos de orden superior tales como la abstraccion,
la simbolizacién y la modelacién, los cuales, respectivamente, segin el NCTM (2007), se
refieren a: comprensidon de patrones, relaciones y funciones; representaciéon, mediante
simbolos, de situaciones y estructuras matematicas; y, uso de modelos para representar y
comprender relaciones cuantitativas.

En relacién con estos procesos, Kaput (2008) sefiala que la abstraccion, involucra la
generalizacidn y formalizacidn de patrones; la simbolizacion, se vincula con la manipulacién de
simbolos formal y convencionalmente aceptados o creados ad hoc; vy, la modelacion, implica el

uso, adopcion, adaptacidn o creacién de representaciones para fendmenos de diferente indole
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qgue involucran relaciones cuantitativas; se estima entonces que la activacion de estas
competencias, propias del pensar algebraico, se estimula cuando el estudiante participa en
tareas que exigen la identificacion de algun patrén

En efecto, ante la necesidad de lidiar con situaciones de Matematica Escolar que
plantean la exploracién de patrones, bien sean numéricos, geométricos, pictéricos o figurativos,
el estudiante se ve instado a: explorar investigativamente la situacion en la que se contextualiza
la tarea con la finalidad de detectar las relaciones estables entre los objetos matematicos
involucrados en la misma; usar el lenguaje oral o escrito para explicitar, comunicar y defender
argumentadamente sus ideas en torno a la situacion; y, mas especificamente a: Examinar
relaciones numéricas que involucran operaciones con numeros o procesos de conteo;
Generalizar relaciones y representarlas simbdlicamente; Utilizar el lenguaje natural o el
simbdlico para referirse a relaciones identificadas en contextos numéricos o geométricos;
Elaborar e interpretar tablas de valores, graficos u otros dispositivos que sirven para traducir
relaciones entre variables; Transitar de unas formas de representaciéon a otra; e, Interpretar el
significado de férmulas.

Todas las acciones antes mencionadas estan consideradas como indicadoras del nivel de
desarrollo del pensamiento algebraico (de hecho, algunas estdn incluidas como parte de las
Competencias Matematicas en algunos curriculos nacionales de la ensefianza basica, como es el
caso de Portugal (ME-DEB, 2001)) y que se manifiestan como capacidades para: Usar variadas
formas de representacién; Generalizar relaciones observadas entre objetos; Modelar
matematicamente situaciones intra y extra matematicas que impliquen relaciones
cuantitativas; Simbolizar; y, Analizar la variacién en diferentes contextos. Estas capacidades,
segun Canavarro (2009), dan lugar a tres vertientes para estudiar el pensamiento algebraico, a
saber: Generalizacion, Variacion, y Modelizacion.

La Generalizacion es uno de los indicadores basicos del pensamiento algebraico y
constituye una competencia matematica fundamental; en efecto, se ha encontrado que la
habilidad/competencia/capacidad para realizar generalizaciones es muy util en el desarrollo de

la formacién matematica de las personas; asi parecen haberlo confirmado estudios realizados
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en el ambito de la Psicologia del Aprendizaje de la Matematica y en el del pensamiento
matematico, como los efectuados por Bransford, Brown & Cocking (2000).

La habilidad para generalizar ha sido considerada como uno de los rasgos cognitivos que
caracterizan a los estudiantes matematicamente talentosos; otros son: la perseverancia y
persistencia en la busqueda de solucién a los problemas y la flexibilidad de pensamiento
(atreverse a pensar distinto).

Uno de los medios para propiciar el desarrollo de la capacidad de los estudiantes para
generalizar es el trabajo con secuencias (numéricas, geomeétricas, pictdricas, figurativas,
ideograficas) cuya formacidn siga una cierta regla que no es ostensible a simple vista. En este
caso, se proporciona un segmento inicial de la secuencia, constituido por sus primeros tres,
cuatro o cinco elementos, y se solicita que sean proporcionados ejemplos de otros términos y
determinar si ciertos términos pertenecen o no a la secuencia si ésta es continuada
indefinidamente; aqui son posibles dos tipos de generalizacién: Cercana o Proxima: implica la
identificacion de los términos préximos a los términos conocidos (o dados) de la secuencia, lo
cual puede lograrse por conteo, elaborando un dibujo o formando una tabla; Distante o Lejana:
implica la identificacion de los términos suficientemente alejados de los términos conocidos de
la secuencia; en este caso, la revelacién del patrén exige su comprension, lo cual significa captar
la regla general de formacion de la secuencia; Local: el patrén se obtiene mediante un enfoque
recursivo-aditivo; Global: el patrén se obtiene mediante blsqueda de relaciones funcionales.

En todo caso, la generalizacion exige “el reconocimiento de las variaciones entre los
términos de la secuencia”, esto puede intentarse de al menos tres maneras: Elaborar
representaciones pictéricas que permitan visualizar, en conjunto, varios términos de la
secuencia; Explorar las variaciones numéricas existente entre los términos mediante la
realizacion de operaciones bdsicas entre ellos; y, Combinar las dos anteriores, lo cual hace
posible la “traduccion numérica de alguna relacién visualizada mediante un representacion
pictérica”.

Se tiene entonces que, el “Reconocimiento de Patrones” es la tarea fundamental a
implementar como medio para coadyuvar al desarrollo de la competencia para “Realizar

generalizaciones en Matematica”; dicha tarea consiste en mostrarle al estudiante el segmento
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inicial (3 a 5 términos) de una secuencia cuyos términos se construyen regularmente de
acuerdo con un determinado patrén (regla) que puede ser numérico, figurativo, geométrico o
de cualquier otro tipo. Con base en la informacién aportada, el estudiante debe: Encontrar el
término siguiente en la secuencia (generalizacidn cercana); Hallar el décimo (o uno posterior)
término en la secuencia (generalizacion distante); Formular conjeturas en relacion a cudl es el
patron de formacién de los términos (generalizacidn intuitiva) para lo cual puede usar cualquier
modo de representacion con el que se sienta cdmodo (oral, escrita, figurativa, gréfica,
simbdlica, etc.); Representar la generalizacion explicitamente de un modo formal
(generalizacién formal).

Operativamente se procede de la siguiente manera; en primer lugar, se coloca una
figura en la cual aparecen los primeros términos de una secuencia, que son mostrados
mediante una representacién pictdrica, figurativa o ideografica (dibujos, figuras geométricas,
puntos, etc.); de seguidas, se formulan cuestiones que deben ser respondidas con base en lo
exhibido en la figura mostrada; dichas cuestiones son de tres tipos: Se solicita el nimero de
objetos que son necesarios para construir la figura inmediatamente siguiente en la secuencia;
Se pide el nimero de objetos que hacen falta para construir una préxima figura en la secuencia
gue esté cerca de las figuras correspondientes a los términos iniciales (generalizaciéon proxima);
Se solicita el nUmero de objetos que son necesarios para construir una figura de la secuencia
gue esté bastante alejada de los que corresponden a los términos iniciales, de modo tal que
dicho numero sea dificil de obtener por conteo directo o implique cdlculos muy complejos.

Ejecutar tareas como la anteriormente descrita: Estimula la curiosidad y coadyuva al
desarrollo de la capacidad para resolver problemas; Propicia la capacidad de usar varias
modalidades de representacion de objetos y procesos del mundo real (esquemas, tablas,
figuras, escritura numérica); Vincula las representaciones del mundo con objetos (ideas,
conceptos, principios, procesos) matematicos; Propicia la puesta en juego de procesos de
comunicacién matemadtica, tanto oral como escrita, asi como también el trabajo con
representaciones graficas y el tratamiento y la organizacion de datos; Resalta el caracter
exploratorio de la actividad matemadtica proponiendo el abordaje de problemas no triviales que

no se resuelven con sélo aplicar técnicas y resultados ya conocidos, sino que ameritan la
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formulacion de conjeturas y el disefio de estrategias ad hoc para procurar la solucion, para lo
cual no funciona la “aplicacion mecdnica de procesos operatorios”.

Las tareas que involucran el reconocimiento de patrones habitualmente son
consideradas como Tareas Intelectualmente Exigentes (Gonzalez, 1998) ya que su ejecucidon
requiere del estudiante la aplicacion de sus conocimientos previos de manera no rutinaria, lo
cual les insta a usar estrategias y representaciones variadas de modo no habituales.

La ejecucion exitosa de la tarea, implica en primer lugar su comprensién, para ello se
puede apelar a las siguientes acciones: Usar material concreto manipulable, puesto que los
movimientos realizados con este tipo de material proporcionan elementos para lenguajear
acerca del proceso implicado en la formacidn del patrén; Elaborar representaciones graficas
con lo cual es posible formarse una imagen de las acciones cuya ejecucidon hace ostensible el
patrén; Considerar casos especificos, lo cual permite asignar valores particulares a las variables
involucradas en el patrén cuando éste es numérico; utilizar expresiones literales o figurativas
para representar los elementos participantes en la formacién del patrén; y, usar tablas para
examinar relaciones numéricas.

Mas especificamente, es posible que cuando el estudiante se enfrente a la tarea, realice
una o mas de las siguientes acciones: Expresidn Oral de la regularidad percibida;
Transformacién inmediata de representaciones pictéricas en representaciones numéricas;
Identificacién de regularidades conducentes a expresiones del tipo U, = an + b; Calcular la
diferencia entre términos consecutivos, para percibir alguna regularidad; tratar de identificar
alguna regularidad en la secuencia de valores obtenidos al calcular las diferencias entre
términos consecutivos; Lectura figurativa: visualizaciéon del patron examinando la figura;
Percepcidn visual de las cantidades numéricas; Transformacién numérica de patrones visuales;
Lectura algebraica de patrones en contextos figurativos; y, Conteo visual de los elementos de
un término vs identificacién visual de la variacion de los términos de un patrén en un contexto
figurativo.

Con base en lo expuesto anteriormente, puede concluirse que el reconocimiento de
patrones constituye una actividad clave en el proceso de desarrollo del pensamiento

matematico, habida cuenta de que hay autores, como Devlin (2003), que consideran a los
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patrones como la caracteristica definitoria esencial de la Matematica y, por tanto, observar,
reconocer, identificar, describir y generalizar patrones constituye una competencia matematica
fundamental siendo, particularmente, el basamento esencial del aprendizaje del Algebra.

Los patrones pueden ser clasificados de acuerdo con diferentes criterios; tomando en
cuenta el proceso con base en el cual se generan, se pueden agrupar en: Patrones de repeticion,
gue son aquellos en los que hay algun elemento identificable que se repite de forma ciclica
indefinidamente; es decir, en éstos aparece una “unidad de repeticién” que es un grupo
reconocible de elementos que se repite ciclicamente, y que puede variar en cuanto a tamaiio,
color, orientacidn, etc.; Patrones de Crecimiento que se hacen presentes en secuencias en las
gue cada término cambia de forma previsible en relacién con el anterior; Patrones Lineales, que
son aquellos en los que esta involucrada una progresién aritmética, cuyo término general es de
la forma f(n) = an + b, siendo, a y b nimeros enteros no nulos, a positivoy (a + b) > 0 (b puede
ser negativo), en sintesis, éstos son aquellos en los cuales el n-ésimo elemento de la secuencia
puede ser expresado como an + b; Patrones de Conteo, en cuya formacién se recurre a la
recursividad usando un dato anterior para establecer un nuevo valor.

Otro criterio de clasificacién de los patrones es el modo de representarlos; en este caso
se puede acudir a diferentes formas de representacién: pictérica, figurativa o ideografica
(dibujos, figuras geométricas, puntos, etc.), los cuales dan lugar a patrones numeéricos,
pictéricos, geométricos, figurativos, ideograficos, computacionales, entre otros.

A continuacion serdn sefaladas algunas de las razones que pueden servir para justificar
el trabajo con reconocimiento de patrones:

1. Las actividades de generalizacién de patrones hacen posible la inmersion en la
“cultura del Algebra”, ya que generalizar un patrén numérico visual es uno de los medios para

coadyuvar al desarrollo del pensamiento algebraico;

2. Examinar patrones de repeticion es un medio para estimular el trabajo con
simbolos;
3. En el trabajo de reconocimiento de patrones éstos se pueden observar,

verbalizar, generalizar y representar simbdélicamente;
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4, Las tareas que implican el reconocimiento de patrones coadyuvan a incrementar
la habilidad para efectuar generalizaciones en el campo de la Matemadtica; tales tareas se
conciben como Intelectualmente Exigentes (Gonzdlez, 1998) ya que su ejecucién exige al
estudiante la aplicacidon de sus conocimientos previos de manera no rutinaria, lo cual les insta a
usar estrategias y representaciones variadas de modo no habituales.

5. El reconocimiento de patrones estimula la activacién de procesos cognitivos
utiles al desarrollo del pensamiento matemadtico, en especial aquellos vinculados con el
razonamiento algebraico, lo cual implica, entre otra habilidades: generalizar patrones
aritméticos y geométricos, determinar reglas generales, reconocer estructuras isomorfas; en
otras palabras, representar, generalizar y formalizar patrones y regularidades en cualquier area
de la Matematica

6. El trabajo con reconocimiento de patrones hace viable el uso de los diferentes
modos de representaciéon que son formas de expresién de objetos algebraicos (Relaciones
binarias de equivalencia o de orden; operaciones y sus propiedades, funciones, estructuras):
representaciones graficas (se asocian con la visualizacién y vinculan a la geometria con la
topologia); representacién tabular (destaca aspectos numéricos y cuantitativos);
representaciéon mediante férmulas (propicia pensamiento simbdlico); representacién verbal
(oral o escrita) fortalece la capacidad linglistica.

7. La identificacidn de patrones coadyuva al fortalecimiento de la habilidad para
resolver problemas por cuanto que: propicia el uso de algunas heuristicas utiles en la busqueda
de solucidn tales como analisis de casos particulares, organizacidn sistematica de informacidn,

formulacion de conjeturas, proposicién de generalizaciones.

Limitaciones y potencialidades que tienen los alumnos durante el proceso de generalizaciéon

A continuaciéon, exponemos una clasificacion descriptiva de las dificultades que tienen

los estudiantes cuando desarrollan tareas de generalizacién.

134



Dificultades en la transicion aritmética-dlgebra

Dentro de la historia curricular y los contenidos en el area de las matematicas se han
venido desarrollando los procesos de enseifanza-aprendizaje del algebra escolar a partir de
unos elementos propios, como por ejemplo la rapidez y la confiabilidad en la reduccién de
términos semejantes. Este tipo de elementos como eje central en el Algebra generan
dificultades en el aprendizaje de cualquier fendmeno a estudiar que pertenezca a esta area, por
ello el proyecto SESM sobre estrategias y errores en matematicas aplicado en el Reino Unido en
1984, presenta una serie de aportes tedricos y practicos que contribuyen a disminuirlos errores
al utilizar la letra en contextos aritméticos y ademads, asocia este tipo de errores auna falta en la
red de conceptos y no en una red de interpretacién. Los anteriores aportes, permiten que al
momento de intervenir en el aula se tenga en cuenta la experiencia de los estudiantes, la
polarizacién de interpretaciones de situaciones en el mismo contexto, el uso excesivo de
diferentes representaciones de una misma situacion.

Se dice que el algebra es primordial y un elemento que fundamenta la aritmética, pero
en algunos casos es entendida Unicamente como un proceso de generalizacién. Radford (2010)
afirma que trabajar con lo indeterminado es una caracterizacién del pensamiento algebraicoy,
ademas, el algebra (como objeto de estudio) se entiende como aquellos métodos que se
emplean para operar sobre las estructuras o formas generales. Existen diferentes dificultades
gue se presentan al momento de trabajar con el algebra escolar, una de ellas se asocia al uso
recurrente de simbolos o letras que se encuentran en contextos propiamente matematicos, por
lo que las interpretaciones pueden llegar a ser las no deseables dado a que no hay conexién
entre el sentido asignado y el posible significado (connotacién cultural).

No se debe pensar en un ‘distanciamiento’ entre los campos aritméticos y algebraicos,
porque alli se encuentran las dificultades mas notorias, en aquel transito Rojas y Vergel (2013)
explican mas a fondo algunos ejemplos:

1. Concatenacién de simbolos: Se asocian a la aritmética, el colocar simbolos uno detras
de otro especificamente desde lo aditivo, mientras que en lo algebraico usualmente se asocia a

lo multiplicativo. Estos autores plantean que la mala comprension del sistema de numeracion y
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el cdmo funciona, corresponden a las dificultades mas grandes.

2. Uso de paréntesis: Es muy recurrente que los estudiantes tiendan a incumplir el orden
jerdrquico de las operaciones, o si bien es cierto, al mal uso que le dan a los paréntesis

3. Uso del signo de igualdad: Es evidente que el uso del signo igualdad por parte de los
estudiantes tiene una cercania a entenderse como la separacion de dos o mas “procesos
matematicos” y no como aquella relacion de equivalencia. Como consecuencia de esto se
puede pensar, que luego de aquella transicion, los estudiantes no logran reflexionar sobre el
sentido de expresiones o simbolizaciones alfanuméricas de alguna situacién. Ademas de ello,
Rojas (2015) relaciona tres hechos fundamentales para que no se presenten dichas reflexiones
ni articulacion de sentidos:

4. Manipular los sistemas numéricos como elemento para realizar Unicamente
transformaciones de tratamiento garantizando asi una equivalencia sintdctica mds no una
equivalencia semdntica, esta ultima hace referencia a la articulacion que pueden dar los
estudiantes a los sentidos asignados a un objeto matematico.

5. El anclaje a una tarea propuesta implica que el estudiante no acepte ni reconozca otras
expresiones equivalentes causado por designar una sola y Unica representacion a tal situacién.

6. La escasez en el dominio operativo de los objetos de un mismo registro semidtico
obliga al estudiante a realizar un ‘analisis’ puramente iconico, es decir, se queda con el
simbolismo de la expresion.

Por otro lado, indican que las dificultades se asocian también a la poca centralizacion
gue pone la escuela en relacidon con procesos de generalizacidn y hacia lo desconocido o
indeterminado (Rojas, 2015). La idea es que se pueda focalizar el desarrollo del pensamiento
algebraico especificamente en las relaciones entre cantidades, generalizacidon de patrones, la
simbolizacion y su respectiva manipulacién. De esta manera se cree que es mas una
problematica de tipo curricular que de tipo cognitivo, por ello Vergel (2014) indica que se debe
crear y reconocer espacios para una zona conceptual, en donde se empieza a pensar
algebraicamente, sin necesidad de acudir al uso de elementos alfanuméricos propios del

algebra.
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Dificultad para detectar la comunalidad

Algunos estudiantes pueden presentar dificultad para hacer el transito que plantea
Radford (2013) ya que pudieron estar trabajando con elementos propios de la aritmética al
intentar generalizar algo. Para este autor la comunalidad local (presente para algunas figuras),no
garantiza el uso de una expresiéon que permita hallar cualquier término de la secuencia
(particularmente las que no se ven), cuando sucede eso, se estaria haciendo una generalizaciéon
aritmética.

Este tipo de generalizacion se ha venido trabajando por autores como Rojas, Romero &
otros(1999), cuando acuden a interpretaciones que pueden llevarse al dmbito algebraico al uso
dela letra, una de esas interpretaciones corresponde a la letra como nimero generalizado la cual
es vista como un representante de valores. De hecho, esta idea podria estar sustentada en las
diversas interpretaciones del algebra escolar y sus correspondientes interpretaciones de la letra
(ver cuadro 57), al mostrar relaciones entre numeros y traducciones como destrezas asociadas a

la concepcidn de algebra como aritmética generalizada.

Cuadro 57
Diversas concepciones del algebra en correspondencia con el uso de la letra y destrezas
asociadas.

Concepcién de dlgebra Uso de la letra Destrezas asocia-
Patrones Traducir y generalizar
Aritmética generalizada generalizadores (relaciones entre
(letra como objeto) ndmeros)
Estudio de procedimientos P . :
? Incégnitas Simplificar y resolver
para resolver problemas
Argumentos, pardmetros
Estudio de relaciones entre (letra como namero Relacionar, tabular,
cantidades generalizado, o como graficar
variable)
Estudio de estructuras Obijetos arbitrarios Manipular, justificar
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El papel estelar de la representacion: Denotacion y sentido

Aun cuando se ha dicho que el manejo eficaz del simbolismo no se puede tomar como
equivalente a un éptimo nivel de pensamiento algebraico es preciso exponer algunas ideas para
su aclaracién. En el desarrollo del pensamiento algebraico puesto en practica al reconocer
patrones es clave tener en cuenta lo relacionado no solo con la sintaxis sino con la semantica.
Es decir, el énfasis debe orientarse hacia el manejo claro de los distintos significados asociados
al simbolo.

Al operar con expresiones algebraicas es clave tomar en cuenta la denotacion vy el
sentido de las mismas. Segun sefiala Frege (1892) toda expresién algebraica denota una funcién
pues para cada valor de la variable (o variables) se obtiene un nimero que es la evaluacién de
la expresion para esos valores; mientras que una ecuacidn, o sistema de ecuaciones, denota
una funcién booleana ya que para cada valor de las variables en juego, se tiene una proposicion
de la cual se puede decir si es verdadera o falsa, y el conjunto soluciéon de la ecuacién es el
conjunto formado por aquellos valores que dan una proposicidon verdadera.

Por ejemplo, las expresiones 4, 2 + 2, 2.2 y 22 tienen la misma denotacién, asi como
también las expresiones (x2 —y2) y (x —y).(x + y), y las ecuaciones 2x + 3 = 7 y 2x = 4.
Sin embargo, poseen distintos sentidos el cual tiene que ver con la informacién que se
desprende de la grafia en si misma.

El hecho de que distintas escrituras con la misma denotacién tengan sentidos diferentes
se apoya en una propiedad fundamental del lenguaje algebraico como es la posibilidad de leer
informacion en la escritura de una expresion. Por ejemplo, las expresiones (x —1).(x —=5) y
(x — 3)%2 — 4, son equivalentes y denotan la misma funcién cuadrética, pero portan diferentes
sentidos: la primera muestra los ceros de esta funcién (o las raices de este polinomio), en tanto
gue la segunda permite identificar rapidamente el eje de simetria y el vértice de la parabola
que corresponde al grafico de la funcion.

Drohuard (2009) sefiala que lo que falla fundamentalmente en los alumnos con
dificultades en dlgebra es que no tienen en cuenta la denotacidon de los objetos algebraicos que

manipulan, y que en particular desconocen que al trabajar con expresiones algebraicas o con
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ecuaciones es preciso conservar dicha denotacion Este autor describe como autémata formal a
un alumno que no tiene en cuenta, cuando manipula las expresiones del algebra elemental, que
al transformar una de ellas debe obtener una equivalente. En este caso, la pregunta de la
validacién del resultado no se plantea en términos de la equivalencia de las escrituras
obtenidas, sino ante todo, en términos de conformidad con reglas y procedimientos (por
ejemplo, lo que esta restando pasa sumando).

Modificar el sentido conservando la denotacién es una de las caracteristicas

fundamentales del lenguaje algebraico y la que le otorga su potencia.

El papel de los cuantificadores

Las consideraciones anteriores nos llevan a identificar la necesidad del uso de
cuantificadores cuando se opera con expresiones algebraicas. En el trabajo de aula, la mayoria
de las veces, esos cuantificadores permanecen implicitos, con la intencién de simplificar el
método. Y queda a cargo de los alumnos entender la diferencia entre la igualdad, por ejemplo,
(a + b)? = a? + 2ab + b?, que expresa la equivalencia entre dos expresiones algebraicas, y la
igualdad (a + b)? = a?, que expresa una condicién que se impone y que determina un
conjunto de valores que hace verdadera la igualdad (una ecuacién). La “tentadora” igualdad
(a + b)? = a? + b? suele ser calificada como errénea, falsa, o incorrecta, y raramente es

trabajada como condicion que define el conjunto soluciona =06 b = 0.

Niveles semdnticos en el tratamiento de expresiones algebraicas

En total correspondencia con Duval (2006), creemos que en el aprendizaje del algebra
se debe prestar atencién a las diversas transformaciones que puede tener una expresion
algebraica de tal forma que el estudiante se oriente hacia su éptimo manejo. Los alumnos
deben aprender, tanto a controlar las leyes de transformacion de las escrituras como a
anticipar sus efectos sobre una expresién dada, para poder elegir la transformacion mejor

adaptada al problema que estd tratando. En este sentido, Nicaud (1993) establece tres
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diferentes niveles semanticos:

Primer nivel (nivel de evaluacion): Dar sentido a una expresion algebraica mediante el
reemplazo de valores en las variables y la realizacién del cdlculo correspondiente.

Segundo Nivel (Nivel de tratamiento): Transformar las expresiones en otras
equivalentes. Implica conocer las transformaciones y saber justificarlas. Tal justificaciéon reposa
en el hecho de que una expresion y su transformacioén coinciden en toda evaluacion.

Tercer Nivel (Nivel de Resolucion de Problemas): Tener conocimiento de estrategias que
permitan la eleccién de las transformaciones adecuadas para resolver un determinado
problema, haciendo significativo el calculo. Implica, necesariamente, saber anticipar el efecto
de las transformaciones a realizar, es decir no solo saber la denotacién sino anticiparse al
sentido. Por ejemplo, un estudiante debe aprender que: (x +1).(x —=5) = (x —2)? -9 =
x? —4x — 5. Deberd saber cémo transformar cualquiera de estas expresiones en otras y
deberd optar por la mas conveniente, de acuerdo con la tarea a realizar (hallar las raices de una
ecuacion cuadrdtica, dibujar la grafica de una parabola, hallar su vértice, sumarla o restarla a
alguna otra expresion, etc.).

Muchos estudiantes no llegan a dominar este tercer nivel en el tratamiento de las
expresiones algebraicas, es decir, frente a cada problema no llegan a darse cuenta de cémo
organizar su actividad para poder arribar a una conclusion.

Las actividades de reconocimiento de patrones orientadas hacia la generalizacidon
apuntan directamente a la construccién propia de este tercer nivel semantico del que habla
Nicaud (1993), que se presenta entonces en simultdneo con un trabajo en los otros dos niveles.
Lejos del autémata formal de Drouhard (2009), pensamos en un alumno que vaya

construyendo sus herramientas de control y sus estrategias para elegir.

Medios semidticos expuestos por los estudiantes en el proceso de generalizacion
Al analizar las demandas de los problemas planteados de generalizacién, encontramos
utiles las categorias que establecen Mason et al (2014) en cuanto a los requerimientos de 'ver',

'decir’, 'registrar' y 'probar' un patrén. La clave del éxito parecia estar en la primera etapa de
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percepcion de patrones, donde era necesaria cierta flexibilidad para dar con un patrdn
matematicamente registrable.

En esta investigacion se comprobd que ‘decir’ efectivamente es una de las etapas en el
proceso de reconocer un patrén. En este sentido, cobra importancia que este ‘decir’ se haga
orientado hacia una expresion algebraicamente significativa, EXOAS (Gonzalez, 2015)

Muchos estudiantes exhibieron la habilidad de expresar las generalizaciones oralmente,
pero muchas de estas descripciones orales carecian de precisién. Entonces, si bien sus
respuestas orales parecian "correctas", uno se pregunta cuanto "rellena" el oyente cuando
escucha las respuestas a las preguntas formuladas.

Una revisidon de las cintas de video indicé que este era el caso, lo que sugiere que la
precision necesaria para las respuestas escritas correctas puede faltar en las conversaciones en
el aula. En este caso, los gestos y la manipulacién de materiales suman a las conversaciones,
elementos que faltan en las respuestas escritas. Estos estudiantes también parecian carecer del
vocabulario matematico necesario para proporcionar respuestas precisas. Asi, en muchas
ocasiones podian modelar las relaciones con materiales concretos y podian intentar describir
esta relacion utilizando un lenguaje impreciso adornado con gestos.

Sin embargo, a menudo volvian a las respuestas de "nivel inferior" cuando se les pedia
gue escribieran su generalizacién en forma escrita (por ejemplo, "agregar 2" en lugar de hacer
referencia al nimero de cuadritos). Este resultado podria comenzar a explicar las grandes
variaciones en las respuestas sobre algunas preguntas de la pruebas en las que el mismo
problema que casi todos pudieron completar y describir oralmente dentro del contexto del
discurso en el aula. Por lo tanto, parece quedar claro que el papel del lenguaje matematico y la
comprensién matematica en el aula necesita mas investigacion.

Ahora bien, con respecto al tipo de representaciones semidticas y las transformaciones
gue emergieron de las tareas, algo que llama la atencidn fueron aquellas transformaciones de
conversién que se aplicaron a expresiones asociadas a registros intermedios. Es decir, la
hipdtesis sobre transformaciones de conversidn se efectia entre representaciones propias a un
registro semidtico establecido, mas no de representaciones que no se encuentran clasificadas en

un solo registro. Las transformaciones de conversidon hechas por los estudiantes, en su gran
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mayoria, permitieron que la expresion representativa de la generalidad tomara una forma mas
estructurada y formal con elementos propios del registro semidtico algebraico y al mismo
tiempo, que se asignara un sentido consciente a dicha representacion.

Las representaciones mas usadas por los estudiantes dependen del tipo de dificultad de
la tarea, de hecho, en el ejercicio de analisis se evidencia que cuando hay tres cantidades que
se relacionan, los estudiantes hacen un cambio de representacion semidtica entre mas de dos
registros semidticos; de esta manera, es posible que surja mayor cantidad de transformaciones
de conversién que de tratamiento como se evidencid en las tareas 4 y 5. En ambas tareas, los
estudiantes constantemente establecen relaciones y movilizan sus representaciones entre
diversos registros semidticos. Como se dijo anteriormente, aquellas transformaciones ocurren
por dos razones:

1. Tratamiento: En su gran mayoria, los estudiantes utilizan estas transformaciones para
validar sus hipétesis, sus “férmulas”, generar igualdades entre dos representaciones (que son
denominadas equivalencias sintdcticas), para definir un caracter operatorio de los objetos
involucrados.

2. Conversion: Este tipo de transformaciones son utilizadas para justificar
procedimientos y acciones matematicas, relacionar tratamientos con hipdtesis acerca de
generalidad, hacer predicciones acerca de la comunalidad y poder introducir expresiones mejor
elaboradas.

Se evidencié que, de acuerdo con los procesos mencionados por Mason (1996), los
estudiantes hacen un transito inicial con la situacion, determinando las caracteristicas y
relaciones entre diversos lenguajes (figural y numérico) inicialmente, para luego reconocer una
comunalidad local y general.

Esto ocurre cuando los estudiantes ven alguna recurrencia e identifican el patrdn,
asignando dicha regla general a términos que no son visibles, es decir, ver lo general en lo
desconocido;en un primer momento, los estudiantes perciben y expresan de manera individual
el patron; al momento de reconocer la regularidad se realiza una representacion de lo
indeterminado (Registrar el patron) que constantemente fue percibido por representaciones

correspondientes a los registros semioticos lenguaje natural, aritméticoy figural.
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De acuerdo con esto, las combinaciones de representaciones en diversos registros
semidticosconstituyen una idea de registros semioticos intermedios (Duval & Saenz, 2016) que
en el desarrollo de pensamiento algebraico son mediadores para construir una designacion
simbdlica formal y abreviada constituida por una regularidad que aplica para cualquier término
de la secuencia o el patrén. Estos registros intermedios posibilitan también que los estudiantes
no tengan afan por utilizar simbolos alfanuméricos (correspondientes por el registro semidtico
algebraico), sino que por el contrario desarrollen procesos para validar dichas hipdtesis y
poderlas probar por medio de ejemplos puntuales.

Con respecto a algunas acciones desarrolladas por los estudiantes que involucraron los
procesosde generalizacion, en este estudio se considera que en un estado inicial (individual), se
encuentra la relacién entre las cantidades de manera aritmética; luego hacen las
verbalizaciones respectivas de las transformaciones (por medio de operaciones en el sistemade
numeracion), y por ultimo hay un intento de representar o nombrar dicha regularidad
apartandose de la ejemplificacion y la constante aparicion de la letra como numero
generalizado.

El proceso transitorio entre una generalizacion aritmética y una algebraica estd mediado
por tres elementos fundamentales:

1. La verbalizacion de procedimientos, donde el estudiante hace una conversién desde
una representacion constituida por el registro semidtico aritmético y una representacioén en el
registro semidtico lenguaje natural.

2. El proceso de interaccion con el otro, ya que por medio de la validacién vy
comunicacidon de las producciones es posible que haya transformaciones de conversion y
tratamiento donde los estudiantes pueden llegar a una expresidn abreviada, que corresponden
finalmente a una generalizacién algebraica.

3. El uso de diversas representaciones que corresponden a la misma situacién, en este
aspecto los estudiantes pasan (de manera individual) por diversas formas de expresarun patroén,
permitiendo manejar un sistema de simbolos propios y aceptados localmente, es decir,

representaciones en lenguajes intermedios como validos en sus procesos.
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MOMENTO VI

Aspectos instruccionales que favorecen el proceso de generalizacion

El papel del profesor

Para que la propuesta de ensefianza tenga éxito y los alumnos avancen en su
aprendizaje del 4lgebra es fundamental el papel del profesor. El tendrd que:

1. Organizar el entorno social en el cual se desarrolla la clase, de manera que se logre
una participacion activa de los estudiantes durante las actividades, con el propésito de propiciar
el intercambio de ideas acerca del concepto de variable.

2. Guiar a los alumnos durante las actividades y las discusiones en grupo, con el
propdsito de que desarrollen habilidades para trabajar, primero, con cada uno de los diferentes
usos de la variable de manera separada y, después, integrando los distintos usos de la variable y
puedan pasar de uno a otro de manera flexible.

Con respecto al primer punto, consideramos que, para propiciar que los alumnos
aprendan, es importante lograr que en el salén de clases exista un ambiente de confianza,
donde los estudiantes se sientan libres de dar sus respuestas, y que estén motivados a la
participacidn, sin temor a cometer errores. La ausencia de autoritarismo en el profesor (quien
evitara dictar lo que se debe hacer o decir) permitird que los estudiantes se expresen
libremente, den sus puntos de vista y defiendan sus respuestas, sin miedo a ser regafiados o
reprimidos, o a sentir verglienza por haberse equivocado.

Es conveniente que el profesor organice y dirija las discusiones grupales de tal manera
gue todas las voces de los alumnos sean escuchadas. En gran medida, el didlogo hara que en el
saldn de clases vayan surgiendo las nuevas ideas que llevaran a los estudiantes a apropiarse de
nuevos conceptos. El profesor debe ser paciente cuando los alumnos estén dando sus

respuestas; tiene que darles el tiempo suficiente para que desarrollen sus propios argumentos
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y, en un primer momento, aceptar también como posibilidades las respuestas equivocadas.
Estas, junto con las respuestas mas acertadas, después seran analizadas colectivamente con el
fin de ir modificdndolas hasta lograr un consenso alrededor de una respuesta que ayude a los
alumnos a acercarse al concepto deseado.

En cuanto al segundo punto, su justificacion emana de algunas ideas fundamentales de
la teoria sociocultural de Vygotsky (1979). Uno de los conceptos vigotskianos de mayor
importancia para la educacién es el de zona de desarrollo préximo. Esta se define como la
distancia entre el nivel de desarrollo real, determinado por la capacidad del nifio para resolver
un problema de manera independiente, y el nivel de desarrollo potencial, determinado por su
capacidad para resolver un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracién con
compafieros mas capaces. Segun Vygotsky (1979), un aspecto esencial del aprendizaje es que
éste va creando la zona de desarrollo proximo, ya que despierta una variedad de procesos
internos de desarrollo que operan solo cuando el nifio interactia con otras personas de su
entorno y con sus compaferos. Una vez que tales procesos son interiorizados, se vuelven parte
del propio desarrollo del nifio.

Aplicada a la ensefianza, esta perspectiva hace evidente que el papel del profesor no es
el de transmisor de un cuerpo de conocimientos; mas bien, es un experto que guia a los
alumnos hacia el desarrollo de nuevos conceptos al propiciar la formacién de la zona de
desarrollo préximo. Por tanto, el profesor puede ser visto como un instrumento mediador entre
el alumno y el concepto que se desea que éste aprenda. En el caso que aqui nos ocupa, se
espera que el profesor guie a los alumnos hacia la adquisicidon de los conceptos algebraicos (en
particular, el concepto de variable).

Entonces, écudles serdn las acciones practicas que conviene que el profesor emprenda
bajo esta perspectiva?

1. Crear un contexto de aprendizaje, caracterizado por un conjunto de actividades que
involucran, de manera integrad, a los alumnos, el objeto de estudio (en nuestro caso, el algebra
desde la perspectiva del concepto de variable) y los instrumentos que se utilizan (las tareas, los

materiales, los signos, los simbolos).
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2. Planificar las actividades de manera que propicien el crecimiento de la zona de
desarrollo préoximo de sus alumnos. En la planificacion debe preverse que el estudiante
establezca conexiones entre sus conocimientos previos (adquiridos durante la educacion
primaria o los primeros grados de secundaria) y los nuevos conceptos que conforman un area
de las matemadticas nuevas para él. Es importante que el profesor cree las oportunidades que
fomenten la participacidon de sus alumnos, tomando en cuenta sus conocimientos previos, y
gue los guie, mediante las actividades, hacia la comprensiéon de nuevos conceptos (en nuestro
caso, los distintos roles que juega la letra).

3. Prever que haya una participacion activa y colaborativa de los estudiantes durante |
ejecucion de la tarea, bajo la guia de alguien mas capaz. Para lograrlo, es de suma importancia
que las preguntas que se formulen incluyan conceptos y elementos ya familiares para los
alumnos, a partir de los cuales se desarrollen conceptos nuevos. Se pretende que, bajo la guia
del experto, lols alumnos resuelvan los problemas que se les plantean y, poco a poco, vayan
adquiriendo el control de la situacion hasta alcanzarlo por completo, y lleguen finalmente a
resolver los problemas sin la intervencién del experto. Se espera que los alumnos construyan
significados, los desarrollen y puedan comunicarlo a los demas. En nuestro caso, lo anterior
significa lograr que los estudiantes, desde los primeros acercamientos al dlgebra empiecen a:

3.1 Diferenciar entre los distintos usos de la variable.

3.2  Verbalizar las caracteristicas de cada uso.

33 Desarrollar la idea de variable como un concepto multifacético, pasando entre
sus distintos usos con flexibilidad.

3.4 Usar el lenguaje algebraico para expresarse.

4. Para lograr la participacion de los alumnos es muy importante la utilizacién de
estrategias comunicativas adecuadas, que lleven a los estudiantes a la observacion de los
aspectos que el experto considera relevantes. El parafraseo de las respuestas de los estudiantes
es una estrategia comunicativa del profesor, que permite a los alumnos reflexionar para
acercarse a la generalizaciéon de situaciones. Lo mds comun es que los niflos respondan
mediante la ejemplificacién de casos particulares, y es aqui donde el profesor, parafraseando

esa respuesta, puede acercarlos a la generalizacion. Con ese mismo recurso, el profesor
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también introduce términos nuevos o correctos, que todavia no son utilizados por los
estudiantes. De esta manera, el profesor asume el papel de experto, representante de la
cultura, que lleva a los alumnos a conocer y apropiarse del lenguaje algebraico.

Estas recomendaciones pretenden también resaltar, por un lado, la importancia que
tiene, para la adquisicién de conocimientos nuevos, el tipo de interacciones que se establecen
en el salén de clases con el profesor y entre los alumnos; y por el otro, la relacién que existe
entre la adquisicion de conocimientos nuevos y las actividades en las que se involucra a los
estudiantes en el aula.

Para trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran el nimero general
es necesario (Ursini, Escarefio, Montes, y Trigueros 2005):

G1. Reconocer patrones y percibir reglas y métodos, en secuencias y en familias de
problemas

G2. Interpretar la letra simbdlica como la representacion de una entidad general,
indeterminada, que puede asumir cualquier valor.

G3. Deducir reglas y métodos generales, en secuencias y en familias de problemas.

G4. Manipular (simplificar, desarrollar) la letra simbélica

G5. Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales

Algunas aplicaciones de la letra como nimero general

A continuacién mostraremos algunos ejemplos concretos que permiten poner en
evidencia el papel de nimero general de las letras. Se hace evidente que en el planteamiento
es necesario que los alumnos desarrollen algunas capacidades basicas tales como:

1. Realizar calculos sencillos operando con letras.

2. Comprender por qué es posible operar con letras y por qué estas operaciones
permiten llegar a un resultado sea éste numérico o no.

3. Dase cuenta de la importancia que tiene lograr la capacidad de usar las letras
para modelar matematicamente situaciones de distinto tipo.

4, Distinguir entre los distintos usos que se les da a las letras en algebra.
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5. Pasar con flexibilidad entre los distintos usos de las letras.

6. Integrar los distintos usos para verlos como caras distintas de un mismo objeto
matematico, que se revelan dependiendo de la situacion particular.

En lo que respecta al docente: Es necesario que tenga una comprension profunda de los

distintos roles que juegan las letras en matematica.

Ejemplo 1. Escriba la expresion que representa el drea de la siguiente figura:

X 7

Grafico 6. Letra general para el cdlculo de dreas

Para resolver el problema es necesario:

1. Interpretar la letra x como la representacion de un nimero general. (En algunos casos
de indeterminada, aun cuando la letra representa cualquier nimero en realidad no queremos
inducir una sustitucion sino la comprensién de un hecho. Es lo que ocurre por ejemplo, cuando
escribimos a + b = b + a para expresar la propiedad conmutativa.

2. Usar la letra para representar simbdlicamente la base y la altura de la figura dada (x+7
y X+5, respectivamente).

3. Expresar simbdlicamente el area de la figura: (x+7). (x+5).

4. Eventualmente, resolver la multiplicacion para obtener otra representacién dada por:

x2 4+ 12x+35.

Ejemplo 2. Dada la siguiente lista de numeros, si denotamos con la letra n un lugar

cualquiera de la lista, équé nUmero estara en ese lugar?
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Cuadro 58
Letra general en una secuencia de numeros

Lugar Numero
1 30

2 60

3 90

n.

Para resolver el problema es necesario:

1. Reconocer el patrén que rige la relacién entre el lugar que ocupa un nimero y el
namero mismo.

2. Interpretar la letra n como la representacidon de un nimero general.

3. Deducir la regla general distinguiendo entre lo que varia y lo que permanece
invariante. En este caso, darse cuenta de que los nimeros se obtienen multiplicando el nimero
30 (lo que no varia) por el lugar que ocupa en la lista (lo que varia).

4, Simbolizar la regla general usando el simbolo dado para representar el nimero
general. En este caso, escribir, 30n.

Ejemplo3. Desarrolle la expresion: (x + 7). (x — 3) + 2x

Para resolver el problema es necesario:

1. Interpretar la x como numero general.

2. Manipular la letra para desarrollar la expresion.

Ejemplo 3. Observe las siguientes figuras:

Cuadro 59.
Patron en una configuracion de puntos

Numero de puntos
Fig. 1 o 1

Fig. 2 °° 4
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Cuadro 59 (cont.).

Fig. 3 °c e e 9

Fig. 4
1. ¢Cudntos puntos hay en la figura 4?
2. Dibuja la figura 5 y da el numero total de puntos
3. Dibuja la figura 6 y da el nimero total de puntos
4, Imagina que puedes seguir dibujando figuras hasta la figura m. ¢ Cuantos puntos

en total tendra esa figura?

Para resolver el problema es necesario:

1. Reconocer el patrén que rige la relacion entre el lugar ocupa una figura y el
numero de puntos que la componen.

2. Interpretar la letra m como la representacién de un nimero general.

3. Deducir la regla general distinguiendo entre lo que varia y lo que permanece
invariante. En este caso, darse cuenta de que, para cada figura, la cantidad de hileras es igual a
la cantidad de columnas que tiene, y lo que varia es el nimero de puntos que componen cada
hilera y cada columna.

4, Simbolizar la regla usando el simbolo dado para representar el nimero general.
(en este caso, escribir: m? )

Los ejemplos analizados sugieren que un requisito para comprender el uso de la letra
como numero general y poder trabajar con él consiste en desarrollar la capacidad para
reconocer patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos. Para ello, es
necesario distinguir entre los aspectos invariantes y los que varian en una multiplicidad de
situaciones, que pueden involucrar secuencias geométricas o numéricas, o estar relacionadas
con la estructura de familias de problemas.

Para trabajar con la letra como ndimero general se requiere también ser capaz de usar
simbolos para representar una situacion general, una regla o un método, o relacionar

expresiones generales entre si. Ante una expresion general, dada o construida por el propio
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estudiante, éste tiene que interpretar los simbolos involucrados como numeros generales, los
cuales representan cantidades indeterminadas que no se pueden, ni es necesario, determinar.
Tiene que manipular este tipo de expresiones (por ejemplo, factorizar o simplificar) cuando asi
lo requiere el problema, sin necesidad de asignarle valores especificos a las letras.

Los numeros generales aparecen en expresiones abiertas (por ejemplo, 4x + 7), en
tautologias (3 +x = x + 3), en férmulas generales (A = b.h), como pardmetros en las
ecuaciones (x? + 5mx + 7 = 0) y en las ecuaciones generales (ax + b = cx + d). Es necesario
gue el alumno los interprete como cantidades generales y logre distinguirlos de las variables

simbdlicas, que representan cantidades desconocidas pero especificas.
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MOMENTO VII

Conclusiones y recomendaciones

El desarrollo del pensamiento algebraico via los procesos de generalizacién se hace
eficaz cuando se logran interconectar diferentes contenidos matematicos y se promueve la
interaccion social de la forma explicacién multivocal® . Este tipo de interaccidn constituye para
los alumnos un avance en sus perspectivas para explicar su pensamiento y tratar de cambiar el
del otro.

La generalidad puede llevar tiempo con algunos alumnos, pero ofrece la posibilidad de
trabajar diferentes contenidos matematicos al mismo tiempo que se trabajan los algebraicos y
ello representa una gran ventaja para el docente de matemadticas que desea ensefiar los
contenidos curriculares de manera significativa y no parcializada. Asimismo, el estudiante
accede a todos los temas del curriculo y es él quien encuentra las relaciones existentes.

La exploracién de patrones permitid6 efectivamente el desenvolvimiento del
pensamiento algebraico de los estudiantes en algunos aspectos o, mas especificamente, el
sentido del simbolo, al proporcionar que los alumnos utilizaran diferentes representaciones,
identificaran y generalizaran relaciones, analizaran sus significados y tomaran conciencia de la
importancia de la verificacién de los datos.

Por lo anterior, como asunto a destacar en estas conclusiones queremos reiterar las
orientaciones de Ursini, et al (2005) con respecto a las necesidades que deben satisfacerse si
nos planteamos trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran el nimero
general:

G1. Reconocer patrones y percibir reglas y métodos, en secuencias y en familias de

problemas

8 En este tipo de interaccién ocurre un conflicto entre los alumnos, cada uno defiende como correcto su
razonamiento.

152



G2. Interpretar la letra simbdlica como la representacion de una entidad general,
indeterminada, que puede asumir cualquier valor.

G3. Deducir reglas y métodos generales, en secuencias y en familias de problemas.

G4. Manipular (simplificar, desarrollar) la letra simbdlica

G5. Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales

La ensefianza del algebra escolar ha sido continuamente criticada por “pasar
rapidamente de las palabras a los simbolos de una sola letra” (Mason, 1996, p. 75). Lo cual
afecta la expresioén oral algebraicamente significativa (Gonzdlez, 2015).

Sin embargo, debe reconocerse que existe una brecha entre la capacidad de los
estudiantes para expresar la generalidad verbalmente y su capacidad para emplear la notacién
algebraica comodamente. Esta brecha, junto con la prisa “hacia los simbolos de una sola letra
[que] ha marcado la ensefanza del dlgebra escolar durante mas de cien afios” (Mason, 1996, p.
75), deja a los estudiantes con un sentimiento de insuficiencia por no cumplir con las
expectativas. Varios participantes expresaron una preocupacion explicita de que sus soluciones
estaban incompletas porque carecian de una "férmula". Esto es consistente con la observacion
de Schoenfeld (1988) de que, para los estudiantes, la forma de expresion es lo que mds importa
y no usar la forma adecuada, independientemente de la sustancia de lo que se haya producido,
es ser “poco matematico”. En lugar de insistir en una notacién simbdlica en particular, esta
brecha debe aceptarse y usarse como un lugar para que los estudiantes practiquen su
pensamiento algebraico. Deben tener la oportunidad de participar en situaciones que
promuevan tal pensamiento sin las limitaciones del simbolismo formal. Los problemas que son
ricos en patrones, como el presentado a nuestros participantes, ofrecen a los estudiantes tales
oportunidades.

La interaccion entre la descripcion oral de patrones y poner esta descripcion en forma
escrita también requiere mas investigacién. Si bien ambos se ven como simbolos desde una
perspectiva semidtica, parece que algunos sistemas de simbolos son mas faciles de entender
para los jovenes estudiantes que otros.

Como alternativa, varios investigadores han anunciado la exploracidn de patrones como

una introduccion preferida al algebra. Por lo general, esto ha implicado la busqueda de
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“patrones algebraicamente utiles” (Lee, 1996, p. 95), seguida de un movimiento hacia la
notacién algebraica para generalizar el patrdn percibido.

La pregunta con respecto a este enfoque de dos pasos es, écuando surge el
pensamiento algebraico y qué podria indicar su presencia?

Cuando se usa el término dlgebra, abarca dos conceptos distintos: pensamiento
algebraico y simbolismo algebraico. Hay una falta de acuerdo entre los investigadores en
cuanto a la relacién entre los dos. Algunos ven los simbolos algebraicos como un componente
necesario del pensamiento algebraico, mientras que otros los consideran como un resultado o
como una herramienta de comunicacién. Ademads, se argumentan diferentes perspectivas sobre
la relacion entre el razonamiento algebraico y la generalizacion.

Para Kieran (1989), “la generalizacién no es equivalente al pensamiento algebraico, ni
siquiera requiere dlgebra. Para que el pensamiento algebraico sea diferente de la
generalizacion...un componente necesario es el uso del simbolismo algebraico para razonar y
expresar esa generalizacion" (p. 165). Ella sugiere ademas que "para una caracterizacion
significativa del pensamiento algebraico no es suficiente ver lo general en lo particular, uno
también debe ser capaz de expresarlo algebraicamente" (ob. cit.). Por otro lado, Charbonneau
(1996) considera el simbolismo como central para el algebra, pero "no toda el dlgebra" (p. 35).
El considera el simbolismo como un lenguaje que puede condensar la presentacién de un
argumento y como un medio para resolver problemas.

En las tareas realizadas el pensamiento algebraico surgi6 a través de formas alternas de
comunicar sus hallazgos; similar a la conclusién de Radford (2006) de que los “estudiantes ya
estaban pensando algebraicamente cuando estaban lidiando con la produccién de un mensaje
escrito, a pesar de que no estaban usando el simbolismo algebraico estandar” (p. 258). Ademas,
cuando nuestros jovenes estudiantes demostraron tanto el pensamiento algebraico como la
capacidad de usar la notacién algebraica, les faltaba sincronizacién entre los dos. Por lo tanto,
ni la presencia de notacidn algebraica debe tomarse como un indicador del pensamiento
algebraico, ni la falta de notacién algebraica debe juzgarse como una incapacidad para pensar

algebraicamente.

154



Sin embargo, una tendencia mas reciente entre los investigadores es separar el
simbolismo algebraico del pensamiento algebraico. Esta consideracién separada es fomentada
por dos factores: (1) un mayor reconocimiento de la posibilidad de manipulacién de simbolos
sin sentido y (2) un movimiento para el "algebra temprana", es decir, centrarse en la estructura
en lugar de la computacién en la escuela primaria. Para Kaput y Blanton (2001), generalizar y
formalizar patrones y restricciones es una de las formas del “compuesto complejo” del
razonamiento algebraico (p. 346). Ven “la generalizacion (que incluye la argumentacion
deliberada) y la expresidon progresivamente sistemdtica de esa generalidad ...como base de todo
el trabajo que hacemos (en algebra)” (ob. cit.). Mds especificamente, por razonamiento
algebraico Kaput (2008) se refiere a la actividad de los estudiantes de generalizar sobre datos y
relaciones matematicas, estableciendo esas generalizaciones a través de conjeturas vy
argumentaciones y expresandolas en formas cada vez mas formales.

Mason (1996) trae mds detalle al pensamiento algebraico como actividad. El ve las
raices del pensamiento algebraico en la deteccién de similitudes y diferencias, en hacer
distinciones, en clasificar y etiquetar, o simplemente en la "busqueda de algoritmos". La
formacidon misma de este algoritmo en la mente del estudiante, cualquiera que sea la forma en
gue se conciba, podemos considerarlo como pensamiento algebraico.

El simbolismo algebraico, segin Mason, es el lenguaje que da voz a este pensamiento, el
lenguaje que expresa la generalidad. Dorfler (1991) sugiere que la generalizacion tedrica
necesita una cierta descripcion simbdlica. Sin embargo, cree que la descripcion simbdlica no
implica necesariamente el uso de letras. Segun Dorfler, estos simbolos pueden ser de
naturaleza verbal, iconica, geométrica o algebraica. Esto es consistente con Sfard (1995), quien
usa el término algebra “con respecto a cualquier tipo de esfuerzo matematico relacionado con
procesos computacionales generalizados, sean cuales sean las herramientas para transmitir
esta generalidad” (p. 18).

Adoptamos los Ultimos puntos de vista, mas inclusivos, sobre el pensamiento
algebraico. La tarea establecida para los participantes en nuestro estudio no conduce a una
notacién algebraica “suave”, presentada en una férmula “limpia” que conecta el elemento n

con su ubicacion en la matriz numérica.
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Esto no era requerido ni esperado de este grupo de participantes. Sin embargo, al
explorar patrones, los participantes se dedicaron a detectar semejanzas y diferencias, clasificar
y etiquetar, buscar algoritmos, conjeturar y argumentar, establecer relaciones numéricas entre
componentes o, mas generalmente, en "generalizar sobre datos y relaciones matematicas":
actividades identificadas como componentes del pensamiento algebraico por Mason (1996) y
Kaput (2008).

Ademas, nuestros participantes estaban activamente comprometidos en buscar una
forma de expresar su generalizacion. Sus intentos de usar la notacién algebraica, mas alla del
simple etiquetado de elementos a menudo parecian inutiles.

Finalmente, con bases en las experiencias durante la recolecciéon y desarrollo de
actividades y sus respectivos andlisis, se concibe el Pensamiento Algebraico Mévil, el cual
definimos como, una forma de pensar que se caracteriza por el desplazamiento transversal
entre los tipos de pensamiento algebraico Factual, Contextual y Simbdlico, es decir, cuando el
estudiante manifiesta elementos de cada uno de ellos en una misma situacién problematica
sobre secuencias y reconocimiento de patrones. A partir de lo anterior, resultaria pertinente

continuar investigando sobre el tema a fin de ampliar su concepto y posibles variantes.
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[ANEXO 1]
PROGRAMA DEL TALLER SOBRE RECONOCIMIENTO DE PATRONES

De acuerdo con los objetivos planteados en la investigacidn, para su fase instruccional se
tomd el Programa propuesto por Gonzalez y Gonzdlez (2013) ajustandolo en varias de sus

partes quedando el siguiente el Programa del Taller:

Titulo: Introduccién al Pensamiento Algebraico: Estudio y Reconocimiento de
Patrones y Regularidades

| Facilitador: Gustavo Pedriquez
1) Descripcion general del Curso:
Tema
Audiencia
Propésito
Duracién
Numero de participantes

X/
X4

L)

X/
X4

L)

R/ R/ X/
R XS R X4

Tema
Estudio y reconocimiento de patrones y regularidades como parte sustantiva del algebra

educativa

| Audiencia |
Estudiantes de Bachillerato.

| Propdsito |
Con este Taller se aspira desarrollar conceptos, contenidos y procesos propios del Algebra

Educativa, considerando la actividad de reconocer patrones y regularidades como una via que

permite alcanzar la competencia para generalizar.

| Duracion |
El Taller se desarrollara en 4 sesiones de 2 horas cada una.

| Numero de Participantes |
15 participantes

2) Programa:

7/
X

L)

Objetivos

Contenidos

Metodologia

Estrategias didactico-pedagdgicas
Recursos

7/ 7/ 7/
X IR X X4

7/
X

L)
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¢ Estrategias de evaluacién

R/

¢ Bibliografia

Objetivos

General
Al finalizar este Taller los participantes deberdn haber desarrollado competencias practicas

que le permitirdn resolver problemas que involucren el reconocimiento de patrones y
regularidades representados de distintos modos.

Especificos

1. Definir: patrén regularidad y generalizacion
2. Clasificar los patrones de acuerdo con algun criterio.
3. Aplicar técnicas particulares de resolucion de problemas para el reconocimiento de

patrones y regularidades.

Contenidos

1. Regularidades y Patrones matematicos. Definicidn y clasificacién.
2. Técnicas para el reconocimiento de patrones y regularidades.

3. Importancia del lenguaje natural y algebraico. Uso e interpretacién de los simbolos.

Metodologia

Este taller se desarrollard de forma presencial. Para iniciar el Taller se presentard y discutira
todo lo relacionado con el Programa del mismo (objetivos, contenidos, actividades, recursos
gue se requieren, etc.). Se formardn grupos de trabajo. Luego, se facilitara un material
conceptual (libro base) acerca de los patrones y regularidades, ahi encontraran su definicién,
clasificacién segun los criterios: formas de presentacidn y naturaleza de la unidad de repeticién.
Se dard un tiempo para la discusion intragrupal e intergrupal, respectivamente. En la parte
practica se plantearan varios problemas, con distintos niveles de complejidad y distintas formas
de representacién. Se dara un tiempo para su resolucién grupal. Luego, se recibiran las
soluciones, éstas se discutiran tomando en cuenta los diferentes mecanismos empleados. Se
instara a los participantes a elaborar protocolos de resolucién de problemas individuales, para
ello se precisaran algunas estrategias. En la ultima sesiéon, los participantes expondran sus

logros en el desarrollo de la capacidad para generalizar.
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Estrategias Didactico-pedagdgicas Sugeridas.

. Generar discusiones dirigidas, por ejemplo con lluvia de ideas, para ello es importante

tomar en cuenta las experiencias algebraicas de los participantes.

. Como técnica del trabajo se recomienda organizar grupos de trabajo y la generacién de
debates.
. El facilitador deberd estar atento a las diversas interpretaciones y discusiones que se

dan en cada grupo. Esto es trascendente puesto que cada grupo tendrd su propia realidad,

discutiran diferentes ideas al mismo tiempo.

. Tomar en cuenta el uso del lenguaje, tanto natural como el algebraico, en la resoluciéon

de los problemas.

. Privilegiar el establecimiento de conexiones entre las distintas representaciones de los
patrones.
. Es importante prestar mucha atencién a las definiciones y al vocabulario en general, a

fin de tener seguridad de que los facilitadores y los participantes estan hablando del mismo

concepto. Prestar atencidén a los distintos errores que cometen los participantes y trabajar en

funcién de los mismos.

. Brindar apoyo y dar orientaciones generales en todo momento.
. Llevar un registro particular de todas las actividades realizadas.
Recursos

1. Bibliografia basica: Introduccion al Pensamiento Algebraico: Estudio y Reconocimiento de

Patrones y Regularidades de Gonzalez y Gonzalez (2013)

2. Presentaciones

3. Documentos sobre el tema

Estrategias de Evaluacién

La evaluacion se llevard a cabo en funcién de los propdsitos y objetivos del Taller, en

consecuencia se propone el siguiente esquema de evaluacién:

Estrategia Ponderacion
Elaboracion de protocolo 25
Autoevaluacién 25
Coevaluacién 25
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Evaluaciéon del docente (Criterio: Participacion activa y de calidad en cada una de 25
las actividades propuestas)

Bibliografia Recomendada

Castro, E, 1995. Exploracion de patrones numéricos mediante configuraciones puntuales.
Comares. Granada.

De la Pefia, J. (1999). Algebra en todas partes. Fondo de Cultura Econédmica: Mexico

Devlin, K. (2003): Mathematics: The Science of Patterns. New York:Owl Books.

Gonzalez, F. y Gonzdlez, A. (2013). Introduccion al Pensamiento Algebraico: Estudio y

Reconocimiento de Patrones y Regularidades, NIEM: Trabajo no publicado.
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[ANEXO 2]

TRANSCRIPCION DE LAS ENTREVISTAS REALIZADAS

Entrevista 1

5:06 - 7 Profeso ¢Tu cémo lo harias?
5:07 r
5:08 - 8 Juliana Yo solo, digamos necesito el numero 5, entonces pongo 5y le
5:24 sumo el numero anterior que es 4 entonces 4+5 y me da el
numero de circulos y ya.
5:25 - 9 Profeso ¢No haces nada mds?, ¢y qué hiciste tu, en qué pensaste antes
5:32 r parapoder llegar a lo que me estds diciendo?
5:33 - 10 Juliana Pues traté de mirar como se podia y luego me di cuenta que en
5:54 el niumero 1 habia un circulo y el numero 2, dos, entonces ya
sabia que en el numero siempre de abajo estaba el numero
que se necesitaba y luego miré el de arriba y me di cuenta
que estaba el numero anterior en todos entonces si lo sumaba
me daba el numero de circulos.
Entrevista 2
22060037- 72 Profesor  [jsto, épor qué ustedes creen que m es cualquier posicidn?
20:08- 73 Juliana Porque significa cualquier nimero
20:10
20:11- 74 Profesor ¢Qué significa cualquier numero?
20:12
20:13- 75 Juliana Emm o sea ...
20:18
20:19- 76 Profesor ¢A quién te refieres cuando me dices que m significa
20:25 cualquiernumero?
20:26 - 77 Juliana Un ndmero
20:27
20:28- 78 Profesor Pero éa quién te estds refiriendo?
20:29
20:29- 79  Juliana AmM
20:30
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Entrevista 3

24:21- 103 Juliana Bueno, pues yo hice la figura de circulos pues para que se

25:18 supieram que sig... cuanto valia, entonces yo primero hice la
figura y puse esto para que supieran que m es igual a estos
circulos que en este caso yo puse que eran 6 entonces m es
igual a 6 y luego puse acd al lado del 4 o sea al lado de los 4
circulos m-1 que es igual a... me equivoqué aqui no era 6
sino 5, m-1 entonces era igual a 4 y me...

Entrevista 4

17:05- 50  Profesor No, no te estoy diciendo que esté mal el proceso que hiciste.
17:13 Pero

¢Por qué necesitaste volver a dibujar?
17:14- 51 juliana  No, no, no, no, necesitaba, solo le pregunté a mi grupo y
17:19 dijeronque si.

Entrevista 5

20:34- 81 Fernan Yo digo que m es cualquier posicién porque yo tengo claro lo

20:44 do  Gue me habian ensefiado: que cualquier letra en mintscula
significacualquier numero

20:45- 82 Profeso Ljsto, ahora si quiero escucharlos cémo encontraron esa

21:02 r respuesta y lo vamos a hacer asi en el orden como estdn

ustedesva a empezar Fernando

Entrevista 6

21:45 87 Fernandosj, porque es que x es, el digamos el anterior nimero de m digamos
) m ejemplo 4, 4-1 seria x 3, x seria igual a 3, entonces ahora, 3 mds
22:12 esa m que es el mismo 4 entonces daria 9 que es el numero.
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Entrevista 7

22:13- 88 Profesor ¢Bueno, entonces aqui yo hice en esta hojita lo que ti me
22:19 acabas de decir 4-1 = 3+4?
22:27- 91 Fernando Hummm
22:28
22:28- 92 Profesor <¢Eso es lo que tu quieres decir, realmente?
22:31
22:32- 93 Fernando No
22:32
22:33- 94 Profesor ¢En qué te equivocaste?
22:33
22:33- 9§ Fernando Eeeeem... o sea hacer una operacion seguida y no hacerla o
22:47 seael -1 aparte del 3 + 4
Entrevista 8
9:53- 25  Estudiantel Bueno, yo multipliqué por dos la posicidn y resté hasta
10:10 encontrarel numero 19.
10:13- 26 Profesor Multiplicaste por dos la posicion...
10:16
10:16 - 27 Estudiante1 Y resté hasta encontrar el nimero 19
10:23
10:24- 28 Profesor Porque aqui lo que les preguntan es 'équé posicion tiene
10:39 exactamente 19 circulos?' ¢Como hiciste para saber la
posicion?si eso es lo que te estdn preguntando.
10:40- 29 Estudiante1 Comencé a hacer la secuencia y llegué a la respuesta de que
11:00 era la posicion 15 que era 19 circulos.
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Entrevista 9 \

14:40- 44 Profesor  pero, por ejemplo, en el punto 2 tu nos diste una forma
14:51 de encontrar la figura, écierto? ¢ Cudl era esa forma?
14:54 - 45  Estudiantel Eeeeem...Multiplicar por 2 la posicion, restarle un circulo y
15:05 ahi
salia la cantidad.
Entrevista 10 ‘
7:06- 7 Profesor  ¢por qué elevas estos nimeros al cuadrado?
7:07
7:.08- 8 Kevin Solamente vi que si elevamos al cuadrado el nimero de
7:24 doblecesse acerca a las marcas totales
7:25 - 9 Profesor CYtlj, CUdlfue la razon?
7:32
7:33- 10 Juliana  Después de las operaciones que hacia Kevin, nos pusimos a
7:45 probar con numeros al azar y empezamos a hacer las
operaciones para que nos diera estos numeros [sefiala en
una tabla donde estdn los valores de las marcas]
7:45- 9 Juan Aunque profe, estamos haciendo una tabla para que
7:58 podamos encontrar mds rdpido los resultados que

necesitamos porque asinos estamos demorando mucho
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Entrevista 11

8:02-
8:06
8:07-
8:17

8:18-
8:20
8:21-
8:31

8:31-
8:42

8:42-
8:45
8:45-
9:00

9:00-
9:05

9:06-
9:17

9:18-
9:27

9:29-
9:40

11

12

13

14

14

15

16

17

18

19

20

Profesor

Juliana

Profesor

Daniel

Kevin

Profesor

Juliana

Profesor

Daniel

Profesor

Luis

Bueno, ¢ Para qué les sirvio la tabla?

Si nos sirvio profe, porque ahi se ve que si multiplicamos
dosveces ellos dobleces nos da la cantidad de partes
Muéstrame en la tabla lo que estds diciendo

Es que mire profe [sefala en la tabla la columna 4 de
resultados] acd nos da 16 porque cuatro por cuatro es 16,
también es igualen este valor [sefiala en la tabla la columna 2
de resultados] que4 es resultado de multiplicar 2 por 2
(Interrumpe a su compafero) cuando tenemos esos
resultados empezamos a hacer operaciones para poder
encontrar el numero que necesitamos, ahi restamos al azar.
¢Al azar? ¢ Por qué restar?

Profe porque necesitdbamos hallar las marcas de cada
doblez, entonces siempre es menor este valor [sefiala la fila
de las marcas] que estos de aqui [sefiala la fila de las partes].
Entonces ahi elevar al cuadrado los dobleces que hacemos y
luego de restamos el mismo numero que tenemos al principio
Bueno, con lo que dice Juliana épueden estar seguros de que
eso siempre les va a funcionar al momento de hallar el
numero de marcas?

Si, eso es como una férmula, digamos algo asi como d? - d

m, que si ponemos en d el valor de los dobleces nos dard el
resultado de las marcas [escribe en una hoja de
procedimientosla expresion encontrada]

Yo quiero escuchar la opinion de Luis, ¢Estds de acuerdo con
lo que tus compaferos han dicho hasta el momento, o qué
piensas?

[Luis hace un gesto de inconformidad] Yo estabapensando
que no es posible porque sdlo funciona cuando hay 1

y 2 dobleces, ahi toca restarle uno siempre
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Entrevista 12

21:12-
21:15

21:15-
21:46

21:46-
22:02

22:02-
22:06
22:06-
22:12

22:12-
22:21

22:21-
22:28

22:28-
22:33

22:33-
22:40

34

35

36

37

38

39

40

41

42

Profesor

Viky

Profesor

Viky

Profesor

Humberto

Profesor

Viky

Andrés

Chicos, después de hacer la tabla ¢épueden decirme
cudntasmarcas se hacen luego de 5 dobleces?

Es que es dificil saber, digamos si podemos encontrar las
partes porque se estd multiplicando por dos el numero
anterior, entonces como cuando se hacen 4 dobleces hay 16
marcas, para 5 dobleces se multiplica el ultimo valor [sefiala
el numero 16 que corresponde a las partes] por 2 y nos daria
32 marcas [la estudiante realiza en una hoja de
procedimientos 16 x 2 = 32]. Hasta aqui nos funciona en
todos los casos

Bueno, si se dan cuenta ya estdn mostrando como hallar el
numero de partes teniendo siempre el valor anterior, pero
équé pasaria si no tuviéramos el valor anterior?

Son los numeros pares

éSequra puedes encontrar todos los numeros pares en
la

columna de las partes? iLos demds qué opinan?

No, porque por ejemplo no estd el 6, niel 12 y el 14 tampoco;
es como lo que dijo Viky antes, multiplicamos por dos las
veces que sean necesarias o hasta llegar al resultado de los
dobleces.

Me podrian explicar écudntas partes habria luego de realizar
7 dobleces?

Multiplicamos siete veces el numero 2 y ahi encontramos
elresultado, escriba usted Andrés el proceso.

Digamos 2 x 2 = 4, aqui también seria 2 x 2 = 4, estos dos lo
multiplicamos y da 4, por ultimo, queda el dos para
multiplicar

[realiza el proceso en una hoja aparte]

176



Entrevista 13 \

5:05-
5:07
5:08-
5:17

5:18-
5:21

5:22-
5:25
5:26-
5:29
5:30-
5:31
5:31-
5:33

5:34-
5:37

5:38-
5:43

5:44-
5:45

5:46-
5:49

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

Profesor

Andrés

Profesor

Humberto

Antonio

Profesor

Antonio

Profesor

Viky

Profesor

Humberto

Entonces, Qué pasa cuando tienen cualquier cantidad de
dobleces?

Se multiplica el 2 las veces que sean los dobleces, por
ejemplo, si fueran 8 dobleces serian 8 veces multiplicar el
dos, si fueran 12 dobleces tocaria multiplicar 12 veces el
numero 2 y asi sucesivamente.

¢Estdn de acuerdo con que esa multiplicacion reiterada o
sucesiva les permite hallar las partes? [Todos los integrantes
indican que si], ¢ Qué pasa entonces con las marcas?
Nosotros vimos que tocaba restarle siempre 1 a las partes
paraque nos diera las marcas

Si, ahi ya tocaria hacer la formula porque la tabla es larga

¢Como seria esa formula que menciona Andrés?

Con la multiplicacion abreviada y luego se le resta 1 como
dijoHumberto

Esperen un momento, diganme como se le llama a esa
multiplicacion reiterada [sefiala el procedimiento hecho en la
imagen 25] y luego si lo demds

¢No es la potenciacion y la base es dos? Emmm si! Ahi el
numero pequefio [uno de los integrantes dice: el exponente]
ese dependeo cambia segun los dobleces, cuando tenemos el
resultado se le

resta uno

Nifos por favor escriban eso que me acaban de decir ahi en
lahoja

[Escribe en la hoja una expresion con ayuda de los
demdsintegrantes del grupo]
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Entrevista 14 |

2:03- 15
2:04

2:04- 16
2:10

2:10- 17
2:25

2:25- 18
2:30
2:30—- 19
2:38

2:38- 20
2:49

2;50- 21

Profesor

Profesor

Joey

Vanesa

Profesor

Joey

éQué han encontrado hasta el momento?

¢Quiere decir que ya pueden encontrar cualquier valor? Por
ejemplo, ¢me pueden explicar cdmo hallar los estrechones
que se dan 8 personas?

Profe por eso hicimos la tabla, si vemos acd [sefiala en la
tabla los valores 7 y 8 de cantidad de personas] al multiplicar
los dosnumeros nos da 56 y la mitad de 56 es 28; asi se
puede hacer

con cualquier otro valor, probamos con los tres primeros y
nos dio el resultado, aunque dudamos con el primero

Para cualquier valor que tengamos debemos multiplicar por
el

anterior y luego dividir entre dos [la estudiante recita la
expresion que construyeron]

¢Como lograron crear esa formula para hallar la cantidad
deestrechones?

Al principio solo empezamos a darnos saludos y vimos que se
sumaban de para atrds, como si se fueran disminuyendo de
1 cada vez que saluddbamos, pero como el profe nos dijo
que pensdramos una forma para no hacer esa suma tan
larga, hicimos la tabla; primero empezd Andrés a probar con
diferentes operaciones, pero no nos daba, luego yo
empecé a hacer multiplicaciones y Carlos decia que era el
doble de cada estrechdn

HumbertoAhi vimos que siempre se multiplicaba con el nimero anterior

y
se sabia la mitad del resultado
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Entrevista 15 \

21:09-
21:13

21:13-
21:22

21:21-
21:40

21:40-
21:43
21:43-
21:46
21:46-
21:52

21:52-
22:05

22:05-
22:20

54

55

56

57

58

59

60

61

Profesor

Laura

Profesor

Yethel
Laura

Yethel

Profesor

Laura

¢Como describieron la manera de hallar la cantidad total
de puntos en la posicion 30?

Es que empezamos a ver que la figura iba creciendo, también
que en la posicion no hay puntos y de ahi para adelante se
van sumando una en la figura, como si fuera en la base y asi en
todas las lineas [sefiala la configuracion de puntos de
manera ascendente]

Me acaban de decir cdmo se estd formando la configuracion
depuntos y creo que todos tenemos eso claro, mi pregunta va
hacia como supieron que acd [sefala la configuracion de la
posicion 5] habia 10 puntos, o mejor aun, épara aquellos que
ustedes no conocen?

O sea, {como sabriamos en la posicion 8 o asi?

Si, pero explique primero la forma en que va creciendo

Era como en el taller anterior profe, es una suma, pero en
este caso va aumentando; yo me acuerdo en la de antes era
como4 +3 +2+1+0 o bueno ahi el cero no vale, pero acd
[senala la configuracion de la posicion 5] es al revés, pero
con la misma

sumal+2++3+4

Perfecto, eso ya es algo que les puede ayudar a encontrar de
una forma mds dgil la cantidad de puntos en cualquier
posicion,

¢luego que mds hicieron?

Como cuando hacemos la tabla con los resultados nos queda
mds fdcil y no nos acorddbamos de la formula anterior,
entonces acd probamos con unos resultados [sefdala una
tabla]
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Entrevista 16

23:01-
23:05

23:05-
23:13

23:13-
23:20

23:20-
23:43

23:43-
23:50

70

71

72

73

74

Profesor

Vanesa

Profesor

Marena

Vanesa

¢Con esa expresion ya pueden hallar la cantidad de puntos
que tienen cualquier posicion?

Primero debemos coger la cantidad anterior que es n - 1 =
m

y se multiplica por la posicion que deseamos saber n, luego
con

ese resultado lo dividimos por 2 para que nos de el total
depuntos

cQué diferencia tiene esa forma de hallar la cantidad de
puntoscon la cantidad de estrechones se acuerdan? Pueden
mirar sus apuntes

Yo tengo anotado en el cuaderno [Marena Fernanda saca el
cuaderno y muestra la expresion construida en la tarea 4], es
casi la misma profe, pero nosotros cambiamos de posicion
los valores que se multiplican porque en este caso los
numeros de la suma van aumentando

Digamos que encontramos una forma parecida a la del
taller anterior, es la misma suma y nos dan los mismos
resultados y

pensamos que cambiar los valores que se multiplican estd
bien
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[ANEXO 3]

. teo de Investig, Nucleo de Investigacidon en Educacidn Matematica “Dr. Emilio Medina”

W cacion Maga,.. 46,
\\,}d\“mon {‘"%‘,-"

iy i Linea de Investigacion: Diddctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
‘L Marac?: (LIDALGEBRA)

INSTRUCCIONES GENERALES

Estimado estudiante: Ante todo mi agradecimiento por formar parte de este equipo de
personas que participardn en una investigacién que llevamos adelante sin ningin danimo de
lucro, sino con fines estrictamente académicos. Por lo tanto, es muy importante que colabores
respondiendo lo maximo y mejor posible.

Es por ello, que te sugerimos seguir las siguientes instrucciones:
1. Presta atencién a la lectura de los enunciados antes de que empieces a responder la prueba.
Asi sabras a qué te enfrentas y podras distribuir mejor el tiempo.
2. Es muy importante que expliques lo maximo que puedas tus razonamientos.
3. Si no entiendes una cuestion y decides dejarlo en blanco, por favor escribe indicando qué es
lo que no has entendido.
4. Intenta escribir todo en los folios que te damos (hay espacio suficiente), aunque si te hace
falta podemos darte mas.
5. Debes responder cada ejercicio con boligrafo.
6. Evita el uso de corrector. Es preferible que taches, ya que asi podemos ver cudl era el
razonamiento inicial que considerabas incorrecto.
7. Debes responder en el orden en que aparecen las cuestiones.
8. Si no sabes responder a una cuestién, no te agobies y pasa a la siguiente.
9. Puedes preguntar cualquier cosa que no entiendas, pero no podemos resolverte las
cuestiones, solo "reformular el enunciado", es decir, solo podemos intentar que te des cuenta
de lo que tienes que hacer indicandotelo con otras palabras, pero no proporcionandote datos a
los que debes llegar por ti mismo.
10. Apunta con lapiz sobre la marcha en la medida de lo posible a qué ejercicio corresponde

cada dibujo o anotacién de los que puedas hacer en los folios aparte.

181



[ANEXO 4]

PRACTICAS DE RECONOCIMIENTO DE REGULARIDADES Y PATRONES

PRACTICA N2 1

Arte Final es una empresa especializada en la elaboracién de espejos enmarcados, lo
cual realiza mediante la colocacidon de piezas cuadradas de ceramica alrededor de espejos

rectangulares, tal como se muestra en la siguiente figura.

1. ¢Cuantas piezas cuadradas de ceramica fueron usadas para enmarcar el espejo que se
muestra en la figura?

2. Enmarca espejos de varias dimensiones; Explica, con tus propias palabras, recurriendo a
numeros, tablas, etc., el nUmero de piezas cuadradas de ceramica que son necesarias para

enmarcar un espejo cuyas dimensiones sean L (largo) y A (ancho)
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PRACTICA N2 2

En la figura, usando flechas, se muestran los escalones de unas escaleras

—

A
A A
1(4) > > > > > 2(8)

3(12)

1. ¢Cudntas flechas son necesarias para representar una escalera de cuatro escalones? ¢Si la
escalera tuviese cinco escalones, cudntas flechas se necesitarian para representarla?

2. Explica con tus propias palabras, cdmo se puede obtener el nimero de flechas para
representar una escalera de treinta (30) escalones

3. Engeneral, écuantas flechas se necesitan para representar una escalera de n escalones?

4. Establece otra forma de presentar este patrén

Solucion

Expresemos en lenguaje natural lo que observamos (los datos)

En los ejercicios de reconocimiento de patrones debemos tener claro dos numeros: el nimero

gue corresponde a la posicion y el dato (grafico o numérico) ubicado en esa posicién
Podemos elaborar una tabla que vincule la posicion con el dato de la posicidon

Introducir una letra que te permita simbolizar las posiciones. El uso de subindices puede ser de
una gran ayuda: En efecto, en un mismo simbolo se recoge la posicion correspondiente y el
dato ubicado en él, de tal manera que al ver su registro escrito se identifique cada aspecto por

separado. Establece una expresidn simbdlica para lo que se pide.
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Destacar los elementos sustantivos de una secuencia: Significa desechar aquellos aspectos que

sean accesorios, los cuales fungen como elementos distractores.
Escribamos en lenguaje natural la informacion:
En la posicion uno hay cuatro flechas
En la posicidn dos hay ocho flechas
En la posicion tres hay doce flechas
Tratemos de escribir esta informacidn de otra manera, por ejemplo:

Posicién uno igual a cuatro flechas
Posicion dos igual a ocho flechas

Posicion tres igual a doce flechas
Podemos tratar de ir simplificando algunas palabras y usar simbolos para los nimeros:

La posic 1 tiene = 4 flechas
La posic 2 tiene = 8 flechas

La posic 3 tiene = 12 flechas

Observa que aun podemos quitar algunas palabras que no son sustanciales para los datos, por

n u

ejemplo las palabras “la”, “tiene” y “flechas”:

posicl=4
posic2=8
posic3 =12

Esa manera de acortar PalabraS, POR EJEMPLO, REDUCIR posicién A “posici”,
se llama sincopar, diremos entonces que hemos escrito los datos en lenguaje
sincopado. Como la idea es irnos aproximando a un lenguaje simbélico que nos
ayude a interpretar los datos podemos suprimir el resto de la palabra “posicion”
y quedarnos solamente con SU INCIAL p:

P1=4

P2=8
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P3=12
En este punto debemos saber emplear los subindices, pues es lo usual en estos
tipos de ejercicios, lo que haremos es colocar los nimeros 1, 2 y 3 (indicadores

de la posicidn) como subindices:

P1=4‘
P2:8
P, = 12

Tratemos de encontrar relaciones en los datos:

Vemos que cada dato es el anterior mds cuatro, también se observa que cada
numero de la secuencia es el producto de 4 y el subindice correspondiente (4.1,
4.2 y 4.3). Para generalizar podemos emplear cualquier letra para denotar la
posicidn, sin embargo el uso convencional para estos ejercicios es usar las letras
n, i y |j; asi podemos escribir “posicion n”, “posicidon i” & “posicion j”.
Combinando esto ultimo con nuestro hallazgo podemos decir que en la posicidn
n estard el nimero 4. n, que en el simbolismo que hemos acordado lo

escribimos:

P,=4.n
Ahora bien, debemos regresar al contexto del problema, entonces diremos que
para una escalera de n peldafios requeriremos de 4n flechas. Asi para una
escalera de 4 escalones se necesitaran 4.4=16 flechas
Observa que también pudimos haber escrito:

Phy1=pnt4

Las practicas 1, 3 y 4 pueden ser interpretadas como aplicaciones del reconocimiento de

patrones, razén por la que creo que pudiesen ir en otro apartado, por ejemplo al final
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PRACTICA N2 3

En un vivero se encuentran las palmeras en la forma como se muestra en la
siguiente figura:

T T
D)
DN
DI

1. ¢{Cuantas palmeras hay en el vivero?

2. Presenta diferentes formas de contarlas
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PRACTICA N2 4
En la siguiente figura se muestra el panel de control de una industria fabricante de
automoviles; el funcionamiento de los procesos se indica mediante bombillos encendidos
(proceso operativo; cuadro en blanco) o bombillos apagados (proceso no operativo, cuadro

oscuro)

1. ¢Cudntos procesos estan operativos?

2. Formula dos expresiones numéricas que representen la cantidad de procesos operativos.
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AN L T ol

PRACTICA N2 5

1. Continua la secuencia que se muestra a continuacion:

Amieoeimio®ol

¢Cudles son las figuras geométricas que ocupan las tres posiciones siguientes?
¢Cual es la figura que ocupa la posicion mil?

¢Qué puede decirse acerca de las posiciones ocupadas por el évalo?

¢Qué puede decirse acerca de las posiciones ocupadas por el rectangulo?

Clasifica el patrén presentado de acuerdo con algun criterio
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PRACTICA N2 6
Observa cuidadosamente los tres primeros términos de la siguiente secuencia de “V de

puntos”:

1. ¢Cudntos puntos habra en la “V de puntos” de orden n”

2. ¢Habrd una “V de 102 puntos” ¢ Cudl posicidn ocuparia en la secuencia?
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PRACTICA N2 7
Encuentra una expresion general que indique el nimero de puntos de un término cualquiera

en la siguiente secuencia (usa estrategias visuales y numéricas):
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PRACTICA N2 8

1 2 3 4
8 7 6 5
9 10 11 12

16 15 14 13
17 18 19 20

Explora el arreglo numérico que se muestra arriba, e identifica la mayor cantidad de
regularidades que percibes en el mismo, denominalas y describelas.

¢Cémo extenderias este arreglo preservando su regularidad? Supén que este arreglo es
continuado indefinidamente, ¢Existen nimeros de los que tengas certeza de que aparecen
en el arreglo? ¢Dénde estarian colocados? ¢ Cémo decides eso?

¢Doénde estarian colocados los nimeros 50 y 1507

é¢Dénde estarian colocados los numeros 86, 87, 187, 392, 7386, 5467

En general, dado un ndmero natural cualquiera, écdmo se puede predecir ddnde aparecera

en el arreglo? Explica tu estrategia.
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PRACTICAN29
Estudio de la Tabla de Multiplicar 10x10

INSTRUCCIONES

A continuacion se te muestra la tabla ordinaria de multiplicar 10x10, mas adelante

encontrards las orientaciones para realizar un conjunto de actividades con base en la tabla

dada, realizalas conforme a las indicaciones que se dan en cada caso.

TABLA DE MULTIPLICAR 10 X 10

5 6 7 8 9 | 10
5 6 7 8 9 4
10 | 12 | 14 6 | 18 | 20

//
\r‘;\ \y 21 24 | 27 | 30
L
/20/ %Q 32 | 36 | 40
<
25 | 30 | 35 \A(K 45 | 50
30 | 36 | 42 | 48 }Q
35 | 42 | 49 | 56 | 63 | 70
40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80
45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90
50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
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ACTIVIDAD Nro. 1

Suma los pares de nimeros consecutivos de la columna del 1. ¢Qué observas? ¢Sucede esto
para todas las columnas? ¢ Qué ocurre con las filas?

Suma la columna del 1. Busca una forma rdpida para hallar la suma de cualquier columna. ¢Qué
sucede con la suma de las filas?

Suma la columna del 1 de otra forma: (1 + 10) + (2 + 9) + ... {Qué observas? {Como puedes

sumar las demas columnas? ¢Y las filas?

ACTIVIDAD Nro. 2

Si sumas las dos cifras de la columna o de la fila del 9, observards algo que no sucede en las
demas filas o columnas. ¢Qué es? ¢ Cdmo lo justificas?

¢Puedes justificar la distribucién de los nimeros pares e impares en la tabla

¢Qué observas en la diagonal principal?

ACTIVIDAD Nro. 3

Busca simetrias en la tabla. Ayudate de colores

Halla las diferencias sucesivas de cada dos numeros consecutivos de las paralelas a la diagonal
principal. ¢Qué observas? ¢Como lo explicas?

¢Qué sucede si lo haces con las paralelas de la diagonal secundaria?

ACTIVIDAD Nro. 4

Sirealizas 1, 1+1, 2+2, 4+ 4, ... ¢iQué camino sigues? Busca otros caminos significativos a lo
largo de la tabla.

¢Puedes buscar una estrategia para saber cudntos numeros distintos hay en el cuerpo de la
tabla? ¢Cudl es el nUmero que mas se repite? ¢Y el que menos? Elabora una tabla con tus datos
observados.

¢Qué observas? ¢Existe alguna relacion con el nimero de divisores? ¢Qué numeros no
apareceran?

Haz lo mismo pero con la ultima cifra de cada nimero
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PRACTICA N2 10
Observa cuidadosamente las siguientes figuras formadas por puntos ¢Cudntos puntos
conformardn la figura que ocupa la posicion 1532? ¢Habrd una figura conformada con 72

puntos? ¢ Cual seria la posicion de esta figura de 72 puntos?

umﬁmﬁ

. Figura 5
Figural Figura2 Figura 3 Figura4
Figura 6 Figura7 Figura 8 Figura 9

PRACTICA N2 11

IAWAVAVAVAN

fig.1 fig.2 fiq.3

¢Cuantos palitos de fésforos se necesitan para llegar a formar la figura 23 en esta sucesiéon?
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PRACTICA N2 12
PATRONES CON NUMEROS GEOMETRICOS

Supdn que los siguientes cuadrados se han formado con palitos de fésforos.

Determina la formula que genera la serie numérica de la cantidad de fosforos utilizados para

construir la figura formada por n cuadrados, como se muestra en la secuencia anterior.

PRACTICA N2 13
(Equivalente a la practica 24)

En la siguiente figura se muestran los cinco primeros “nlimeros triangulares”; écuantos

puntos son necesarios para construir el siguiente nimero triangular? ¢Cual es el vigésimo

nuimero triangular” y cuantos puntos son necesarios para construirlo?
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PRACTICA N2 14

n |1 ]2 (3 |4
b |5 617 |8

_blancas (b),. correspondiente a los diagramas dados:. ..~

- = ——

La siguiente tabla

muestra el numero de baldosas negras (n) y

éCuél es la formula que relaciona n con b?

PRACTICA N9 15

Con los circulos se han formado la siguiente secuencia de

1gUras:
O Oo|ooo|oooo ; ; ;
w '.'.'.‘ ...... ......... ......... .........
(Cuales de las siguientes son verdaderas?
I) ILa décima figura de la secuencia esta formada
: por 21 circulos. : : :
........ II) ... De acuerdo a la formacion de:la secuencia.
cualquier figura' tendra un numero impar de
: circulos. : : : :
I La diferencia positiva en cuanto: a la cantidad

..............................................................................

D) Solo II v III:
E) L IILIII '
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PRACTICA N2 16
Observa cada una de las configuraciones puntuales que representan Numeros Triangulares

en la siguiente figura:

Posicion 1 | Posiciéon 2 Posicién 3 Posicion 4 Posicién 5

¢Cémo va cambiando el arreglo geométrico para representar las configuraciones puntuales?
¢Qué regla de construccién se puede establecer para dibujar la figura siguiente y la que ocupa

la quincuagésima posicién?

PRACTICA N2 17
NUMEROS TETRAEDRICOS

A partir de los numeros triangulares es posible construir los nimeros tetraédricos, de los

cuales se muestran a continuacién los tres primeros.

Posicion 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4

¢Como va cambiando el arreglo geométrico para representar las configuraciones puntuales?
¢Qué regla de construccidn se puede establecer para dibujar el siguiente niemro tetraédrico?

¢Como se pueden obtener los nimeros tetraédricos a partir de los nUmeros triangulares?
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PRACTICA N2 18
El arreglo numérico que se muestra a continuacién es conocido como Tridangulo de
Pascal®. Examinalo atentamente, identifica y describe en el mismo el mayor nimero de

regularidades que observes:

1 5 10 10 5 1
1 &6 15 20 15 & 1
17 21 35 35 21 7 1
1 &8 28 5% 70 %% 28 8 1

1% 36 84 126 126 84 36 9 1

Ejemplo. Observa la secuencia de los nimeros naturales encerrados en el circulo rojo

1Ry 1
1 2 X3 1
1 4 6 @ 1
1 5 10 10 & 1
1 6 15 20 15 & 1
1 7 21 35 35 21 & 1
1 8 28 56 70 56 28 & 1

1 9 36 84 126 126 84 36 @ 1

% En honor al matematico francés Blaise Pascal (1623-1662). También llamado de Tartaglia, en honor a Nicolo
Fontana quien tenia ese sobrenombre. Estos nimeros se corresponden con los coeficiente binomiales del desarrollo
de la potencia enésima de x+y (gozan de muchas propiedades)
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PRACTICA N2 18-2

CURIOSIDADES EN EL TRIANGULO DE PASCAL.

1 9 36 84 126 126 84 36 S 1

Numeros Poligonales

miavcvares | TTPO ;
e 1

CUADRADOS

@9
e
S o (12
333:?

.

70]
4
&
N
z
Q
=
=
o
g
72}
o
&
=

HEXAGONALES FENTAGONALES
b
3

1. Los numeros poligonales son enteros del tipo . Identifica en el Triangulo de
Pascal, los niUmeros triangulares, cuadrados, pentagonales, etc.

2. ldentifica algunas curiosidades matematicas presentes en el Tridngulo de Pascal.

199



PRACTICA N2 19

Observa la imagen:
(0}
(0} © 0
(0} o 0 ®© 0 0
(0} © 0 ®© 0 0 O 0 0 0
Figural Figura 2 Figura 3 Figura 4
También los puedes encontrar representados de esta manera:
0]
(o} 00
0] 00 000
(0] 00 000 0000
© 00 000 ©COOO 00000
Figural Figura2 Figura3 Figuraq Figuras Figura6.....

* Trabaja con botones, monedas o tapitas.

1) Dispon los mismos formando los 3 niumeros triangulares que siguen.

a.- ¢Cudntos botones usaste en cada caso?

b.- éComo se forma el ndmero triangular siguiente?

c.-¢ Existe algun patrén en la sucesion numérica de nimeros triangulares? Explica.

d.- Serias capaz de saber en esta sucesion, ¢qué nimero ocupa el lugar décimo? ¢y el décimo
quinto lugar?

e.- Continla experimentando: ¢Podremos formar un ndmero triangular con 14 tapitas? ¢y con
28 tapitas? éy con 23 tapitas?

f.- Tengo 56 botones, écudl es el mayor numero triangular que puedo formar? ¢Cual es la

minima cantidad de botones que tengo que agregar para formar el préximo nimero triangular?
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g.- Dibuja en papel punteado, los diagramas correspondientes a todos los numeros
triangulares entre 20 y 45. Tienes dibujado uno como ejemplo.

h.- Ahora observa todos los numeros triangulares que has diagramado, éen qué cifras
terminan? ¢En cuales no?
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PRACTICA N2 20

Observa atentamente la secuencia que se muestra a continuacidn y responde las

interrogantes que luego se formulan:

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura4 ..  Figura 10

1. ¢Cuantos cuadrados son necesarios para formar la Fig. 4?

2. ¢Cudntos cuadrados se necesita para formar la Fig. 10?

3. Sugiere un método para calcular el nUmero de cuadrados necesarios para formar cualquier
figura en la secuencia.

4. Sugiere un método para calcular el nUmero de cuadrados necesarios para formar la figura n-

ésima en la secuencia.
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PRACTICA N2 20-2

Observa detenidamente la siguiente secuencia de “Cruces Cuadradas” (CC)

CC1 cC? CC3 cca ., CC

1. ¢Cuantos cuadrados hacen falta para dibujar la 42 Cruz Cuadrada (CC 4)?
2. ¢Cudntos cuadrados hace falta para dibujar la 102 Cruz Cuadrada (CC 10)?
3. Establece y demuestra una regla general para calcular el nimero de cuadrados que hacen

falta para dibujar la n-ésima Cruz Cuadrada (CC n).
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PRACTICA N2 21

Observa atentamente la secuencia que se muestra a continuacién y responde las

interrogantes que luego se formulan:

P w N e

i
o

Fig. 1

0 00
o 000

Fig. 2

o 00 00
OO0 00
o0 ¢ 00

000C0
o 0 0 00

Fig.3

Fig. 4 Fig.

¢Cuantos circulos y cuantos cuadrados habra en un arreglo 3x6?

¢Cuantos circulos y cuantos cuadrados habra en un arreglo 4x6?

¢Cuantos circulos y cuantos cuadrados habra en un arreglo 21x317?

Propén un método para encontrar el nimero de circulos y cuadrados en un arreglo mxn.

Explica y justifica tu método.
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PRACTICA N2 22
Observa atentamente la siguiente secuencia de arreglos de asteriscos y luego responde las

preguntas que se formulan en relacién con el comportamiento de dicha secuencia.

% % ¥ kx ¥ % x * x

% X 3k X sk ¥k

Continua la sucesion grafica hasta el término 52
Expresa con numeros los cinco primeros términos de esta sucesion
écudl es el nUmero que estd en la posicién 102?

¢Cual es el nimero que esta en la posicién 252? ¢y en la 5027

A A

¢Cual es el término que ocupa la posicién n-ésima? Explica cémo lo has encontrado.

Nota: De acuerdo con lo realizado en las practicas 6 y 22, ées posible establecer una
conclusion?. Plantea otra forma de presentar esta practica
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[ANEXO 5]

<eleo de Investig, Nucleo de Investigacidon en Educacidn Matematica “Dr. Emilio Medina”

d\“mon \l.m,,, ;"Il
NIEW o
i!)l:.;‘.milio _m-dagr;;f Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
L Marde™ (LIDALGEBRA)

INSTRUMENTO: TAREA 0*°

Objetivo de la Tarea
Identificar cémo los estudiantes encuentran la generalizaciéon de un patrény cémo las

representan.

Estimado estudiante:
Observa con detenimiento la siguiente figura.

Procede a realizar los ejercicios planteados.

-i'--'-'-

(1" posicion) (2 posicion) (3" posicion)

a) Dibuja la figura correspondiente a la 42 posicion:

b) Calcula el nUmero de cuadros de la figura correspondiente a la 92 posicién:

¢) Calcula el nimero de cuadros de la figura de la posiciéon 100:

d) Explica laforma como procediste para encontrar la respuesta de la pregunta anterior:

e) Escribe una expresidn que sirva para encontrar la cantidad de cuadros que tiene la
figura encualquier posicién:

f) Si n es la posicidn, escribe una expresidn que sirva para encontrar la cantidad de cuadritos

gue tienedicha posicién.

10 Tarea de indagacién, tomada y modificada de Rojas et al 1999 pag. 92-93
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[ANEXO 6]

- qeo de Investig, Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”

W Lacio ate Clg
N \,}NMcwn \lap(,"‘?."n

U}:’.{f‘.milio mdap;;. Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
L Mardes (LIDALGEBRA)

INSTRUMENTO: TAREA 111

Estimado estudiante:
1. Observa con detenimiento la siguiente figura.

2. Procede a realizar los ejercicios planteados.

O
O O
O O O
© OO0 000 0000

e Extiende la secuencia hasta la figura 6:

e (Cudntos circulos hay en la figura 5?

e (Cudntos circulos hay en la figura 6?

e ¢Hay alguna manera de encontrar el nimero de circulos de la figura 15 sin necesidad de
dibujar la secuencia? Explica.

e Supdn que una persona tiene una figura de esta secuencia, donde usd exactamente 19
circulos, ¢A qué numero de figura corresponde? Explica la manera como procediste para

encontrar tu respuesta.

11 Tarea uno, secuencia figural apoyada por representacion tabular. Tomada y nodificada Tesis Doctoral Rodolfo
Vergel pag. 98.
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[ANEXO 7]

pcleo de Investig, Nucleo de Investigacion en Educaciéon Matematica “Dr. Emilio Medina”
v ey (NIEM)
4

NIEW

Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico

U)l:".;‘.lnlili() .\lcgi;’;)
o Mard (LIDALGEBRA)
GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 1
Hora de inicio: Duracion:
Fecha:

Objetivo de la Tarea
-Describir el uso que los estudiantes le dan a la letra al momento de encontrar la

generalidad de un patrén y su forma de operarla.

¢Parala Tarea 1 qué hiciste?

e Explica la manera como procediste para encontrar tu respuesta.

e Puedes aplicar cualquier recurso para tus explicaciones.
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[ANEXO 8]

cleo de Investigy Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”

\\\\;‘“\cagion “'a""ha' On

U}:’.{Fmilin Medin? Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
L Mardes (LIDALGEBRA)

INSTRUMENTO: TAREA 212

Estimado estudiante:
Observa con detenimiento la siguiente figura.

Procede a realizar los ejercicios planteados.

En un restaurante solo se pueden organizar las mesas en una fila alargada. Averigua el
numero maximo de personas que se pueden sentar con relaciéon al nimero de mesas
que pongamos.

/AN SN SN IENWIENVIEN

Y koo oo

I mesa 2 mesas 3 mesas

4 sillas & sillas 8 silfas

a) ¢Podrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?

b) ¢ Cudntas sillas podemos colocar alrededor de 7 mesas?, ¢Y alrededor de 18 mesas?

Explica el procedimiento que utilizaste para responder las preguntasf@) y b) anteriores.

c) Si en un cumpleafios han invitado a 42 nifios, écuantas mesas necesitaremos juntas en fila?
Explica cdmo has encontrado el resultado.

-Explica con tus palabras una regla que relacione el nUmero de mesas y el nimero de sillas.

12 Tarea dos, tomada y modificada de Rojas y Vergel 2018, pag. 90.
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[ANEXO 9]

1e0 de Investj,.
ca\\t"““’“ \l."(';" '(l,,

NEM

L PR v E mnh{) ;ltd'"ﬂ)

Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”
(NIEM)

Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
(LIDALGEBRA)

Hora de inicio:

Fecha:

GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 2

Duracion:

Objetivo de la Tarea:

-Evidenciar los procesos de generalizacidn, sin inducir el uso de la letra.

Explica el procedimiento que utilizaste para responder las preguntas @yb) de la Tarea.

Explica cdmo has encontrado el resultado de la parte (c)
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[ANEXO 10]

- eo de Investig,
\“,cd\\cacwn )lap(,m"f'ﬂq
¥ it
t“ ]IWQ
U)r' Emilio .\lvdi'"';T

PEL "Marac?!

Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”
(NIEM)

Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
(LIDALGEBRA)

Estimado estudiante:

INSTRUMENTO: TAREA 313

1. Observa con detenimiento la siguiente figura.

2. Procede a realizar los ejercicios planteados.

Realiza el doblez de una hoja tal como se indica en la imagen anterior y observa que se hace

una marca en la hoja.

- -

- ®

®

s

a) Cuantas marcas creen que aparecen si se hacen 3 dobleces?

b) ¢Cuantas marcas creen que aparecen si se hacen 7 dobleces? Expliquen claramente la

manera comoprocedieron.

c) éCudntas marcas creen que aparecen si se hacen 15 dobleces? Expliquen claramente la

manera como procedieron?

d) éCémo realizan el proceso para encontrar el nimero de marcas después de hacer 100

dobleces?

e) Expliquen con sus propias palabras una regla que relacione el nimero de dobleces con el

numero de marcas.

13 Tarea tres, tomada y modificada de Rojas y Vergel 2018, pag. 77-79.
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[ANEXO 11]
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Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”
N[EM

U}:.;‘.milio Medin? Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
L Mardes (LIDALGEBRA)
GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 3

Hora de inicio: Duracion:

Fecha:

Objetivo de la Tarea:
Describir las maneras como los estudiantes encuentran y representan lageneralidad

de un patrén por medio de la relacidon entre cantidades.

-Expliquen claramente la manera comoprocedieron.

-Propongan con sus propias palabras una regla que relacione el nimero de dobleces con el
numero de marcas.
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[ANEXO 12]
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INSTRUMENTO: TAREA 4 (Individual)

Estimado estudiante:
Observa con detenimiento la siguiente figura.

Procede a realizar los ejercicios planteados.

1. Imagina que te reunes con 3 compafieros mas, conformando un grupo de 4
estudiantes, cada uno de los integrantes debe dar UNICAMENTE un estrechén de
manos con los otros integrantes: ¢ Cuantos estrechones de mano se dieron en total las
4 personas? Explica detalladamente cdmo hiciste para hallar el resultado.

2. Si el grupo no fuese de 4 persona sino de 7 personas, écuantos estrechones de mano
se dieron en total las 7 personas?

3. Explica si encuentras una relacién entre el nimero de personas y la cantidad de
estrechones de mano que se dan.

4. Si en una reunidn hay 40 amigos, en la que cada quién saludd a los demads con un
estrechon de manos, écuantos estrechones de manos se dieron las personas que

asistieron a dicha reunidn? Utiliza la relacidn que encontraste en el punto anterior.

14 Tarea cuatro individual, tomada y modificada de Rojas 1999 pag. 100.
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[ANEXO 13]
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U}:’.{f‘.milio mdap;;. Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
L Mardes (LIDALGEBRA)

GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 4 (Individual)

Hora de inicio: Duracion:

Fecha:

Objetivo de la Tarea
Describir las maneras como los estudiantes encuentran y representan lageneralidad

de un patrén desde lo concreto a lo abstracto.
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[ANEXO 14]
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INSTRUMENTO: TAREA 4 (Grupal)?®

Estimado estudiante:
Observa con detenimiento la siguiente figura.

Procede a realizar los ejercicios planteados.

1. Relnete con 3 compafieros mas, conformando un grupo de 4 estudiantes, cada uno de
los integrantes debe dar un SOLO estrechdn de manos con los otros integrantes:
¢Cudntos estrechones de mano se dieron en total las 4 personas? Explica
detalladamente cémo hiciste para hallar el resultado.

2. Siel grupo no fuese de 4 personas sino de 9 personas, écuantos estrechones de mano
se dardn en total las 9 personas?

3. Explica si encuentras una relacién entre el nimero de personas y la cantidad de
estrechones de mano que se dan.

4. Si en una reunidn hay 40 amigos, en la que cada quién saludd a los demds con un
estrechon de manos, écuantos estrechones de manos se dieron las personas que

asistieron a dicha reuniéon? Utiliza la relacidn que encontraste en el punto anterior.

15 Tarea cuatro grupal, tomada y modificada de Rojas 1999 pég. 100.
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[ANEXO 15]

ocleo de Investigy Nucleo de Investigacidon en Educacidn Matematica “Dr. Emilio Medina”

‘\macwn Matep,, Cidy

Lp Emili \ndl"ﬂ‘ Linea de Investigacion: Didactica del Algebra y Pensamiento Algebraico
Martt (LIDALGEBRA)
GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 4 (Grupal)

Hora de inicio: Duracion:

Fecha:

Objetivo de la Tarea
Describir las maneras como los estudiantes encuentran y representan lageneralidad

de un patrén desde lo concreto a lo abstracto.
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[ANEXO 16]
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INSTRUMENTO: TAREA 516

Estimado estudiante:
Observa con detenimiento la siguiente figura.

Procede a realizar los ejercicios planteados.

Observa la siguiente tabla:

wv

Posicion | Posicion | Posicion 2 | Posicion3 | Posicion 4 | Posicion
1

. ®
3 ® o0
o

v
£e
5 2 e o0 o000
= 3
c o
§ g ® 00 000 0000
O T

a) Cudntos puntos tiene la posicién 30? Describe detalladamente la manera como llegaste a
la solucidn y la configuracion de puntos en dicha posicién.
b) Describe la configuracion y su respectiva posicidon cuando el total de puntos es 5

c) éEncuentras alguna relacién entre la cantidad de puntos, la posicién y la configuracién de

puntos?

16 Tarea cinco, tomada y modificada de Gil y Arias 2016 p.170.
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[ANEXO 17]
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Nucleo de Investigacion en Educacion Matematica “Dr. Emilio Medina”
(NIEM)

Linea de Investigacién: Did4ctica del Algebra y Pensamiento Algebraico
(LIDALGEBRA)

Hora de inicio:

Fecha:

GUION DE ENTREVISTA DE LA TAREA 5

Duracion:

Objetivo de la Tarea

Describir las maneras como los estudiantes representan y relacionan la generalidad del

patrén planteada en esta tarea con la obtenida en la tarea anterior.

Describe detalladamente la manera como llegaste a la solucién y la configuracion de puntos

en la parte (a).

Cuéntame équé hiciste en la a?

éEncuentras alguna relaciéon entre la cantidad de puntos, la posicidon y la configuracidon de

puntos?
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[ANEXO 18]

(Dr. Emilio \chi““"t
UPEL Narie®  Ndcleo de Investigacién en Educacién Matematica “Dr. Emilio Medina” (NIEM)
PLANIFICACION DE LOS TALLERES
Sesion Objetivo Contenido Desempefio del facilitador Desempeiio del participante Recursos Tiempo
-Presentar la idea -Fines, -Describir el programa a los -Prestar atencién a la -Aula con aire
académica de los contenido y participantes. exposicion del docente. acondicionado.
talleres, su metodologia de -Responder las preguntas de -Plantear las dudas que surjan. -Computadora 'y
contenido y la los Talleres. participantes. video beam
metodologia. -Nociones .Presentacion 2 horas
1 -Familiarizar a los basicas de - Material impreso.
participantes con patronesy
respecto a las generalizacion.
nociones de
patronesy
generalizacion.
Identificar cdmo | Generalizacidny - Leer en voz alta cada -Prestar atencién a la -Aula con aire
los estudiantes representacion enunciado y todas las exposicion del docente. acondicionado
encuentran la cuestiones de la prueba antes -Plantear las dudas que surjan. -Computadoray
generalizaciéon de de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam.
un patrény como - Responder las preguntas de -Exponer sus conclusiones. -Presentacién. -
las representan. los participantes Pizarra acrilica, 2 horas

marcadores.
-Instrumento: Tarea
0
-Folio de papel bond
y cualquier otro
material que
sugieran los
participantes.
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Describir el uso | Generalizacion - Leer en voz alta cada | -Prestar atencién a la | -Aula con aire
que los | e interpretacion | enunciado y  todas las | exposicidn del docente. acondicionado
estudiantes le dan | de las letras. cuestiones de la prueba antes | -Plantear las dudas que surjan. | -Computadora y
a la letra al de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam.
momento de - Responder las preguntas de | -Formar grupos de 3 personas. | -Presentacion. -
encontrar la los participantes. -Exponer sus conclusiones. Pizarra acrilica,
generalidad de un -Sugerir a los participantes marcadores. 2 horas
patron y su forma organizarse en grupos de 3 -Instrumento: Tarea
de operarla. personas. 1
-Promover la reflexién y facilitar -Folio de papel bond
la discusidn. y cualquier otro
material que
sugieran los
participantes.
Evidenciar los | Generalizacién -Leer en voz alta cada | -Prestar atencién a la | -Aula con aire
procesos de | e interpretacion | enunciado v todas las | exposicidn del docente. acondicionado
generalizacidn, sin | de las letras. cuestiones de la prueba antes | -Plantear las dudas que surjan. | -Computadora y
inducir el uso de de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam.
laletra -Responder las preguntas de los | -Formar grupos de 3 personas. | -Presentacion. -
participantes. - Exponer sus conclusiones. Pizarra acrilica, | 2 horas
-Sugerir a los participantes marcadores.
organizarse en grupos de 3 -Instrumento: Tarea
personas. 2
-Promover la reflexién y facilitar -Folio de papel bond
la discusion. y cualquier otro
material que
sugieran los
participantes.
Describir las | Generalizaciény | -Leer en voz alta cada | -Prestar atencion a la | -Aula con aire
maneras como | relacion entre | enunciado y  todas las | exposicidn del docente. acondicionado
los estudiantes | cantidas. cuestiones de la prueba antes | -Plantear las dudas que surjan. | -Computadora v
encuentran y de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam.
representan la -Responder las preguntas de los | -Formar grupos de 3 personas. | -Presentacion. -
generalidad de un participantes. -Exponer sus conclusiones. Pizarra acrilica, | 2 horas
patréon por medio -Sugerir a los participantes marcadores.

de la relacién
entre cantidades

organizarse en grupos de 3
personas.
-Promover la reflexion y facilitar

-Instrumento: Tarea
3
-Folio de papel bond
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la discusion. y cualquier otro
-Fomentar la participacion de material que
todos los grupos. sugieran los
participantes.
Describir las | Generalizaciény | -Leer en voz alta cada | -Prestar atencién a la | -Aula con aire
maneras como | paso de lo | enunciado y todas las | exposicidn del docente. acondicionado
los  estudiantes | concreto a lo | cuestiones de la prueba antes | -Plantear las dudas que surjan. | -Computadora y
encuentran y | abstracto. de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam.
representan la -Responder las preguntas de los | -Formar grupos de 3 personas. | -Presentacion. -
generalidad de un participantes. -Exponer sus conclusiones. Pizarra acrilica,
patron desde lo -Sugerir a los participantes marcadores. 2 horas
concreto a o organizarse en grupos de 3 -Instrumento: Tarea
abstracto. personas. 4
-Promover la reflexidn y facilitar -Folio de papel bond
la discusion. y cualquier otro
-Fomentar la participacion de material que
todos los grupos. sugieran los
participantes.
Describir y | Proceso de | -Leer en wvoz alta cada | -Prestar atencion a la | -Aula con aire
comparar las | comparacidn enunciado y  todas las | exposicidn del docente. acondicionado
maneras como los cuestiones de la prueba antes | -Plantear las dudas que surjan. | -Computadora y
estudiantes de que empiecen a resolverla -Responder la prueba. video beam. 2 horas
representan y -Responder las preguntas de los | -Formar grupos de 3 personas. | -Presentacion. -
relacionan la participantes. - Exponer sus conclusiones. Pizarra acrilica,
generalidad  del -Sugerir a los participantes marcadores.

patron planteada
en esta tarea con
la obtenida en la
tarea anterior.

organizarse en grupos de 3
personas.

-Promover la reflexidn y facilitar
la discusidn.

-Fomentar la participacidn de
todos los grupos.

-Instrumento: Tarea
5
-Folio de papel bond

y cualquier otro
material que
sugieran los

participantes.
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